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L. 



L'accurato studio della lawcanica molecolare mi pirv? sempre il miglior modo di giun- 
gare alla razionale soluzione d ;' problemi elio al costruttore si presentano, c viemaggiormeiile 
mi conformarono in questa opinione Li lozioni dell'esimio professore Curioni, il quale ai precotti 
della sana pratica seppe associar-' le pia ardue teorie. 

La teoria pura è stata fatta segno, in questi ultimi tempi, a non sempre meritali rim- 
proveri da parto dei pratici. 

E qui giova intenderci ; soventi avviene che si creano teorie, le quali su alcun ben salda 
principio non han fondamento e si riesce a farsi illusione ed a credere che con svolgimenti 
analitici si giungerà ad alcun che d'esatto.' Come si- la matematica potessi? da false premei*.- 
trarre veritiera conclusione ' 

Pi queste psemb teorie abbonda la s« lenza d U' ingegnere Ter molto tempo lo studio della 
resistenza de' materiali vi fu infondato e ben pn>> ilirsi non aver cominciato a meritare il nome 
di vera teoria che dopo che i Navier. i I'ois«or , i Cauchy, i Saint- Venati», ed i Lamó gettarono 
le basi dilla meccanica m desolare. 

Ogni qualvolta tentasi applicare la matematica ad una scienza fisica , e necessario p utir 1 
da un principio o da un assioma che dir si voglia e la sua scelta non e Sempre facile; ne 
abbiamo un esempio nella citata teoria come pare nella termodinamica. 

A non pochi rincresce il non potere fondare le scienze fisico-matematiche su assiomi 
come lo sono le matematiche pure, ed adoperano tale appellativo di pure appunto perche ri- 
tengono desse nulla ritrarre dallo sperienie, o forse tale preoccupazione non è 'otalment»- 
estranea alle diincolta che provansi per dimostrare rigorosamente il secondo principio di ter- 
modinamica. Nella teoria della quale ora imprendo a trattare, alcuni credettero poter faro a 
meno di invocare le azioni molecolari dimenticando, come ben osserva il Saint- Venant, che non 
e possibile fondare su principi astratti una teoria fisica Per ne eredo con un dotto nostro 
concittadino, il professore Moleschott, che al pari di ogni altra scienza !a-matimatica si lordi 
sulla esperienza e che non sianvi veri assiomi, bensì verità che una lunga sp^rienza ci fece 
conoscere. 

Queste poche parole erano necessarie per giustificar* l'uso che fato delia teoria dell' ot- 
trazione molecolare, seguendo in ciò i primi lavori del Cauchy. 

Delle proprietà della materia ben poche ci sono note, sebb-n- una nascente scim7n, la 
termodinamica, già abbia di molto arricchito le nostre nozioni su lui soggetto. L'insieme per 
hltW de' fitti a noi noti c'induco a credere la materia essere cos;ituita di parti piccolissime 
od atomi c queste tra loro riunite per una cairn che chiamiamo attrazione molecolare ed 



1 Sono |IMtta teorie, che |>ur troppo alle volte trovatisi in pregevoli t;;\:t;iti, li filali i! Lamé 
i-libe a chiamare: <!<•* proctiti'* h>ihfiilcs, iiti-9HotyUfitÌ Ct wi-tmpÌTÌqvtt , tu ttmint </«'•"< w - 
aqntrUt uh'iriln (/- li r-r'taftfr »«>«« (l-^ons mu Ica e • udoiméi s cnmiìgies. .tv* 
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Ricorderò poi come nelle ricerche stili' cintiti cibi da' corpi non sia lecito considerare la 
materia come continua; ma debbasi all' incontro considerarla corno il luogo di un infiniti di 
punti materiali che non si toccano. 1 Nelle ricerche per altro' di cinematica molecolare possiamo 
supporre che Ira i punti materiali siansi inseriti punti geometrici in numero infinito, e dopo la 
deformazione del corpo determinare la loro posizione con una specie d'interpolazione. Da ciò segue 
che potrò considerare lo spostamento di un punto del corpo in causa della deformazione del 
medesimo, come funzione continua dolio coordinate di questo punto. 

Sieno x. y, z, lo tre coordinate ortogonali di una molecola qualunque del corpo e sieno 
u. v, w, le proiezioni degli assi coordinati dello spostamento di questa molecola avvenuto in grazia 
della deformazione del corpo. Sieno poi x h, y -+- i, j -f- 1 le coordinate di un'altra molo- 
cola alla prima vicinissima, prima della deformazione del corpo e w', v 1 , u/, lo proiezioni del 
suo spostamento. Dico r la retta che univa le duo molecolo e A r il suo accrescimento, avrò 
evidentemente: 

r » = K* ! le* 4- P, 

(r + A r) ! - (h -i- Ff — iì )' 4- (k -he — r) -hit i ir — ip')», 
dalle quali ho : 

2r Ar hir'-2/i (ai - ») 1- 2 Wr — v) + 2 /(ir - ir > 
+ (u — uS- I (r — v ) 1 -1- (ir — ir ) J ; 

u, v, w sono funzioni continue di x, y, z. agli accr. scimenti piccolissimi A, k, l di queste 
coordinate corrisponderanno pure accrescimenti piccolissimi di u, v, w e trascurando le quantità 
piccolissime di secondo ordine arrò: 

d « ' £ ti . . iì n , 
dx dy d z 

i dr. d v , d i; , ,. ,, 

(1) t - v - - h t- - - t I l, 

. dx dij d z 

' d ir , dir , d ir , • : 

IP IP = -- h \ k I /. 

dx dy dz 

r, .. . . , » . . du du da 

Se il corpo e sjI leggermente deformato, le quantità — — , — — - saranno 

dx dy dx 

molto piccole benché finite, ed anche A r sarà piccolissimo. Le cquazioui (1) danno col trascu- 
rare i termini piccolissimi di secondo ordine : 

* ràr = l,< \ d " + U'!)\\(p)\U**)\ 

idx 2\dx/ 2\dx/ 2^dx/ i 

[ì 1 '-ì(5f) ,+ i(S-) ,+ ì(©1- 

i /i a- r ^ " ' ? — u _ ? ^ * i ^ ^ ,r i 

L d y dx dx dy dx d y dx dy j' 

, , f d « if ir d u d u d v d t> die d w i 

t- hi j- 1- -4 4- I, 

Idz dx dx dz dx dz dx dzj 

[dw ^ d v ^ du du ^ dv dv ( ri ir dw-i 
dy dz dy dz dy dz dy dzj' 



+ ibi 



Vedi Poisson:NouveUe theorie de l'action capilkirc; Cauchy: Excrcices de matcroatique, IHiS. 
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m un corpo j-..ao vonà.deio un.» iella matonaie r, dop:> la deformazione essa sari di- 

A r 

utata r4 Ar, chiamo dilatazione dell» retta il rapporto , che mi da l'allungamento 

r 

provato dell'unita lineare. Indicherò tale dilatazione con la lettera d e vi metterò per indice 

Ar 

'a lettera che indica la retta considerata, cosi d r — — . , e d«, d», d. saranno le dilatazioni 

r 

provate da rette rispettivamente parallele agli assi cordinati nel punto di coordinate x, y, t. 

Ln retta r non solo muta grandezza, ma ben anche posizione; se quindi considero duo 
rette normali r, j, dopo la deforma/ione, so ossj sono piccolissime, si potranno ancora consi- 
derare come rette, ed il loro ungalo sira diventato leggermente obliquo, sia * la quantità pic- 
colissima per la quale differsce da un angolo retto. Dirò che le rette parallele ad r hanno sci- 
volato rispetto alla retta s, pur sempre rimanendo parallele alla loro primitiva posizione La 
quantità della quale ogni retta ha scivolato rispetto all' altra e eguale alla su» distanza dalli» r 
moltiplicala per tang. f. Indicherò colla lettera ontale tangente e dirò che o„ o il valore dello 
-c:volamento o scorrimento di r rispetto ad *. 

Potrei invece supporre ohe sseno le parallele a s che liAnno scivolato rispetto ad r ed 
j chiaro che avrei: 

Suppongo elio il corpo sia diviso in clementi parallelepipedi retti con piani paralleli ai 
....mi coordinati. Dopo la d -formazione del corpo, tali parallelepipedi retti saranno diventali 
• Miqui, ed ò ovvio quindi il vedere che qualsivoglia deformazione del corpo puossi riprodurrò 
<;n tre dilatazioni dirette parallele agli assi coordinati e tre scorrimenti delle medesime rette, 
.he cono gli spigoli di tino de' parallelepipedi, l' una rispetto all'altra Basta dunque supporre 
•n ogni punto de) corpo tre dilatazioni d m , d y , d» e tre scorrimenti o«y, gj*. 

Sia r la diagonale di nno do' parallelepipedi retti, dopo che questo sarà diventato obli- 
ino, dessi siri r(l -'-dr). Le coordinate di una sua estremila essendo prese eguali a zero, 
itielle dell'altra airar.no rcos. ri. r cos ry, r cos. r z prima della deformazione ed indicando 
«n cos rx cos r i/, cos rs gli angoli fatti da r coi tre assi coordinati. 

l'uà dilatazione d* trasporta tal» estremila di d«rcos rx nella direzione di x, e nella 
<ii - ima direzione uno scorrimento i) za la trasporta di o», r cos. (rs); le coordinato dell'eilre- 
■sita di r dopo la deformazione saranno quindi: 

r co», rx (l -4 <l x ) l g x , r cos. r z , 
z con. r »/ ( 1 h d } ) f- g jx r cos. r x, 
z co». rz(\ I d.) I g, y r co», ry; 

1 «cendo la somma de' quadrati di questo tre quantità si avrà r(l -f-d r ); osservando che; 

V* (cos.' r t 4- con.* r y •+- eoa.* r z) = r* • 
e trascurando te quantità piccolissime di secondo ordine si giunge All'espressione: 

(3) dr « d« co*.' r x f d y eoa.» ry + d. cos. 5 rz, 

I g t1 con. r x eoa. r y -»- g xt con. rx cos. rz , 
\ g, t co», r y cos. rz. 

1 coseni d-gli angoli elio n dia nuova sua posizione r fi cogli assi coordinati sono eguali 
alle coordinate della sua estremiti divisi per r(l -+-d r ). Considero ora una retta ? primitiva- 
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mente normale u r, dopo la .l.furm.i/.ione j saia diventala s ( 1 dyj; per i coseni clu- 
essa tird eo»li assi coorlinati avrò analoghe ospn-ssioni a quello date per i coseni dir, e colla 
noto formola di geometria analitica potrò ottenere il coseno dell'angolo formato dallo due rette r, « 
nella nuova loro posizione. Se t o come precedentemente la quantità della quale quest'angolo 
differisce da un angolo retto, avrò: 

eoa. v s = sen. f 

o poiché per la piccolezza di é si può prendere la Ungente come eguale al seno, avrò 

eoe. ra = y,.. 

Trascurando pur sempre lo quantità piccolissime di secondo ordine avrò. 

(4)... 0r.= 2d« cos. rx cos. sx + 2 d x eoa. ry eoe. sy 4- r d, eoa. rz cos. sz, 
-f- g X y (con. r x eoa. » y ■+■ eoa. s x eoa. r y), 

H- y„(coa.rxcoa.«* -f- eoa. sx eoa. rz) -f- y y ,(coa. rycoa. 8Z-+-co9.eyarzz. 

Dividansi ambi i membri della equazione (l') per r 1 ed osservisi che si ha: 

h t l Ar 

- = eoa. rx, — eoa. ry, - — eoa. r z , — dr. 

r r r r 



paragonando poscia l'equazione cosi ottenuta colla (3) si vedrà de d«. d y , d, sono rispetti- 
vamente eguali ai coefficienti di h*, k*. /' in (2) e che g X j, g% t , g f u "«no eguali rispettiva- 
mente ai coefficienti di hk, hi, ki. Si avranno così i valori delle dilatazioni e scorrimenti in 
funzione delle derivate degli spostamenti u, r, te 

In generale nello deformazioni che si considerano le derivate degli spostamenti mole- 
colari, come pure le dilatazioni ed i scorrimenti, sono piccolissime quantità delle quali si può 
trascurare il quadralo ed allora si ha: 



/ , dtt . dr. dw 

ld« « - . . d, = - — , il, = — — , 
\ dx d »/ d z 



(2 bis) } 

1 ti 

'y dx dz dx dz dy 



) d h de d ti d te d v dw 

r" = ~d~ ~ T ~ ' {f " " " J 7 



queste equazioni stabiliscono alcune relazioni tra le dilatazioni e gli scorrimenti delle quali 
avrò in seguito bisogno, e cori si ottengono. Si ha: 



d} g%f d*u d 



d't- 



dxdy dxdy* dx*dy ' 

e quindi 

d'g* y d^ix ( rf'd, 



«/ x d y dy* d x' 

Analoghe espressioni si avrebbero per gli altri scorrimenti e quindi potrò scrivere 



(5) . . 



d'ffty rf'd. d'd, rf'//,, = rf»d< rf«d« 

</xrfy " dy* dx* ' dxdg' di* dx' ' 

d'yy. rf'd, cPd. 

»/ V f/ e r/ „ ! e/ y* 
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Similmente differenziando g tJ rispetto a : , y« rispetto a y. j,, rispetto a x, c determinar J<» 
con questo tre equazioni le derivate di u, v , ir, si avrà: 



<** « dg„ 
dydz d\j 
_d*l> _ dg», 



I 



dxdy dx 





<lìh* 


di 


dx 


dg rt 


dg t x 


dx 


dy 


dg t * 


dg*. 


d, 


dz 



e quindi avrò; 




d'tU 


dg*% 




<r-9f 


dydz 
d' d, 


dxdy 

_d>> 


dxdz 
+ d ! /7». 


dx 1 
d'g.r 


dxdz 
dd, 


dydz 
d*gr. 


dy' 


dxdy 


dzdx 


dzdy 


dz* 



In qualunque altro modo si cerebi eliminare u, r, w dalla equazioni considerate si cadrà sempre 
o su la (5) o le ("i bis) o su equazioni che di questo sono conseguenza. Queste equazioni sono 
dunque le sole alle quali debbano soddisfare le dilatazioni e gli scorrimenti. 



III. 



Abbiasi nna piccola faccia piana in un corpo solido, n indichi la direzione della sua nor- 
male e ? la sua superficie. Considero tutto le azioni che molecole di dritta esercitano attraverso 
questa faccia su quelle di sinistra; la loro risultante sarà la forza elastica applicata alla faccia c y 
indicherò con p nt la componente secondo una data retta t di questa forza. 

Tra le anzidette azioni molecolari considero da prima quelle che si esercitino parallela- 
mente ad nna retta data e tra molecole che l'una dall'altra distino di una quantità costante r. 
Immagino quindi un cilindro generato da una retta parallela a r che si appoggi snl contorno 
di c - e poscia conduco due piani paralLli a o uno a dritta l'altro a sinistra di tal faccia 
ed a nna distanza tale che tra essi e la faccia e sia compresa una lunghezza r slimata sulle 
generatrici del cilindro. Il pimelo cilindro cosi ottenuto racchiuderà tutto le molecole che tro- 
vansi nelle ora enunciate condizioni. 

Indichi r la forza, riferita all'unita di massa, che in tali condizioni sviluppasi tra due 
molecolo, T sarà funzione, continua entro certi limiti, della distanza r, potrà pure essere fun- 
zione degli angoli che determinano la direzione di r. 

Sia m la massa di una molecola di diritta contenuta nel sopradelto cilindro e m' quella 
di una molecola contenuta nel cilindro di sinistra , m eserciterà su m' una forza che avrà por 
valore I m sa' t sarà parallela a r. Sommando tutto queste forzo avremo la risultante delle 
azioni molecolari clie a traverso la faccia ? si esercitano pirall -lam ente a r o tra molecole di. 
stanti r l'una dall'ultra. Tale somma o evidentemente eguale a I m moltiplicata p<r la somma 
dello molecole tu', ossia per la massa del piccolo cilindro posto a sinistra di 9 Se ora diciamo 3 
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Il 

U densità del corpo nel centro di C, sì potrà considerare '- come costante por tutta l'estensione 
del piccolissimo cilindro di generatrice 2r o m?glio ancora si potrà ritenere costante in una 
piccolissima efera di raggio r II volume del piccolo cilindro posto a sinistra di a ò & r cos. rn; 
la sua massa sani dunque ^ J r cos. rn; quindi la risultante delle azioni molecolari che si eser- 
citano nelle condizioni su riferite sarà: 

r mi 9 cr eoa. r n , 

e la sua componente secondo la retta ». 

Y m ò cr eoa. r n cos. r s. 

Faccio ora prendere a r tutto lo grandezze e direzioni possibili ed avrò cosi tante forzo 
che si esercitano attraverso la faccia ?; faccio di ognuna la componente secondo la retta f , 
sommo tutte questo componenti od avrò cosi la componente della risultante generale delle forzo 
considerate ossia della j> B . Indicherò con 71 n . la or nominata componente riferita all'unità 
superficiale, ed avrò quindi: 

p„. = <J 2 mi F r cos. r n cos. rs. 

Il segno 2 deve estendersi a tutto lo possibili direzioni e grandezze della retta r, quindi a tutte 
le molecole «he si trovano a dritta di $ e nella sua sfera di attivila. 80 la somma 2 si prenda 
anche per b molecole che stanno a sinistra, vale a dire per tutta la sfera di attività ogni 
forza che si sviluppa tra due molecole si computerà duo volte, 2 avendo dunque questo nuovo 
significato sarà : 

(fi) p«, — - 0 2 m V r con. r N cos. r s. 

Da questa forinola si vede che collo scambiare tra loro n e », p a , non muta valore, e quindi 
la componente secondo la « della furza elastica riferita all'unita di superScie applicata su un 
elemento piuno avente la retta n per normale è eguale alla componente secondo la n della 
forza riferita all'unita di superficie applicata all'elemento piano normale a ». 
Si sa cho: 

cos. r 8 = cos. r x cos. s x I- cos. r y cos. 8 y + eoa. r z cos. sz. 



Sostituisco quest'espressione nell'equazione (C) ed osservo che dalla medesima, mutando 
cessivamente J in x, y, t, ho: 

^ ~ <J 2 ffl P r cos. r ;» cos. r x, 

9 

p n 1 = | $ 2 mi r r cos. r >i cos. r y , 
SS 

j>4« — i ^ 2 mi r r cos. r /1 cos. r - , 

quindi sani: 

(7) J>j . — l>n » cos. s x \- p a j cos. s y \- p ni cos. * r. 

Analogamente considerando cos rn invece di cos. rs oppure permutando tra loro n e j nella (7) 
si avrebbe : 

Pm% — p*% COi. Ili I p t> CO". Jf '/ I J>,< COS. n :, 
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•ni in questa equazione ponendo ordinatamente x, y, sin luogo di $, ottiensi : 



/p»« r p»« cos. n x »- p» y cos. u y k~ p,, eoa. H z, 

(8) Jp„j = p Jt eoa. H x • p M cos. ny t p ? » co». » z, 

\ p„„ p. * eoa. n .r » p. y cos. « y ! |i„ cos. n z. 

Sostituisco questi valori nell'equazione (") ed ottengo 

(9) p u , = p, i cos. n j: eoa. s.r ì p„ eoa. n y eoa. s y I p. . eoa. n ^ eoa. « z, 

-t-p y « (eoa. n y eoa. s e h cos. n r c08. h y) , 
1- pi ■ (eoa. n * eoa. u i- eoa. » x eoa. s f) , 
4-pj « (eoa. N y eoa. sx I eoa. n .r eoa. « y). 

Svi ora x,, y lt t, sono tre nuovi assi coordinati ortogonali, dalla forinola (9), ini suri facile de- 
durre l.« seguenti formoli» che servono a cambiare di assi coordinati; 

[p% \ t — p* s eoa.* x Xi -f- Pf y cos.' y x \ p« , eoa. 1 x, ., , 
i 2p,« cos. y x, eoa. zx l 2 p, , eoa. z x, eoa. x x , 
I- 2p« y eoa. xx, eoa. y a* ; 

iPr'r - • ■ : 

|pi * = ; 

(10)... 'p, ,, = p tI eoa. xx eoa. xy \ p, y eoa. yx, cos. yy I- p,, cos. *x eoa. z y , 
-f- pji (eoa. y x cos. z y, ■ f- eoa. y y co», z X/), 
-+-p«i (cos. zx eoa. xy -t- cos. zy cos. xx), 
-4-p« y (co*. XX/ eoa. yy * cos. xy cos. yx); 

Ip»/.' = ; 

'•Pi'.' ™ 

Se il mutamento di assi si riducesse a fare girare gli aesi x, y intorno all'asse : immobile 
di un piccolissimo angolo ( ed a prendere gli assi cosi ottenuti p-r nuovi assi coordinati, 
allora trascurando le quantità piccolissime di secondo ordine e quindi ponendo : 

eoa. x x =- 1 , cos. x,y = t , eoa. y y = 0 , cos. y x = 
avrò delld equasioni (10; 

!p.., = p«« * 2fp iy ,p, T ~p,, — 2p«,*, 
p., . — — *p«a i-f/), r I p«*. p„. =P/. — *p.«, 
p, . — pt. » f p, « ; 

di questo formolo avr«"> bisogno nel paragrafo segnate 



IV. 

Dalla definizione di 1' appare clic per questa forza puossi prendere tanto l'attrazioiv 
assoluta che si esercita tra molecola e molecola quanto l'accrescimento o la diminuzione ebe 
questa prova in virtù di una deformazione del <x>rpo. Lo forinole stabilite nel paragrafo prece- 
dente sussistono dunque sia che il p„ rappresenti Ifl risultante delle attrazioni o ripulsioni mo- 

Icdari cirni'? S! rappresenta la viria/.iono in W9v avvenuti per eausa della deformazione del 
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«•■»rpo supposto neilo stato naturale Supporr » ph« si verifichi quest'ultimo t-aso, allora detta 
H il raion) della fjrza molecolare assoluta riferita all' unità di massa e clic si esercita rulla 
• lirezione r tri Jul' molecole a distanza r. è chiaro che l sarà l' accrescimento che pruvn (-) 
'pianilo r diventa r (l d r ), e pere ò ; 

«e 

(12) r- - rd„ 

d r 

Dopo la bum drforniasione il corpo avrà cambiato densità. Il volume di un de' parallele- 
pipedi obliqui, stante la piccioleua dell'angolo di obliquità puossi riguardarci come eguale a 

r los. r.r . (1 i A.) . r eoa. r y . (I » d,) . r con. . (1 + d,), 
quello del prnitivu parallelepipedo retto era; 

r con. rx.r eoa. ry. r eoa. r z, 
v perciò se e e la nuova densità, avrò 

L - 1 

i (i » d.) ti l'd,» a . dj* 

^vol-'-ndo in serie e trascurando le quantità piccolissime di Secondo ordine, si ottiene 



(13) l-d.-d.--d, 



Dalla formula ('j) posso ricavare )>%%', j>e>, ce , Delle loro espressioni in vece di j metto C 
che mi vien dato da (13), a 1" sostituisco il MM valore (12) e in vece di r motto r (l + d r ) 
sviluppo trascurando le quantità piccolissime di secondo ordine ottengo; 



(14).... 



j>n d, ^ i »i ^--r ? cos.*rx I d, — ~ ni r eoa.' r x eoa.' r y , 

ò v *G , . , dO , . 

-H d, i »» — r T cos. rxeoa. 1 ^ » c/» y -iw — — r eoa. rxcoa.ry, 
2 tir zar 

9 d'i o d'i 

t </», - ì». - r'eoa. 1 rxeoa. rz \ g?* — 1 m — r' co» n r.vco8.r*; 
2 d r 2 d r 

* v < , 

J>«? — d t - in - - r 1 eoa. rx eoa. r y, 
2 n r 

£ . d 0 . 'J 
I d, -ÌM< r l'iH.r/aw.Vu » d, i. >« 



dr 

d4 



2 



dtì 
r/r 



eoe.' rz eoa. rxeoa. ri/, 



1 <7»« ^ Ì »» r* co», eoa." r.r eoa. r »/, 
2 a r 

' : v ' 20 , - 

i <7, - i ».v r con. rr/coK. rx co?, rz, 

2 d r 

9 v dO , , , 

f f/i i »> r eoa. rxeos. r»/; 
2 il r 



ih t 



• • • • • 
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•Sono queste le formole generali che mi fanno conoscere le forze elastiche che si esercitano 
su un corpo che partendo dallo stato naturale viene leggermente deformato. Se poi lo stato pri- 
mitivo del corpo non fosse il naturale, per avero le forse elasticho eh» in esso si verificano, 
converrebbe in virtù del principio della superposizione do' piccoli movimenti, aggiungere alle 
forze ora trovate quelle esercitate sul corpo nel suo stato primitivo. 

Per ridurre i 15 coefficienti che entrano nelle equaiioni (14) ad un minor numero si con- 
siderano casi particolari di corpi la cui struttura presenta alcuna speciale proprietà. 

Cambiando gli assi coordinati avrò P X X/I P„ , , • • • "pressi in funzioni , 

i coefficienti di queste dilatazioni e scorrimenti in generale varieranno col variare gli assi 
coordinati. 

Dico che un corpo presenta un piano di simmetria quando tali coefficienti rimangono in- 
variati, considerando prima tre assi ortogonali qualunque, poscia tre assi pure ortogonali sim- 
metrici dei primi rispetto al piano dato. 

Per piano di simmetria prendo il piano xy, allora la suespressa proprietà dovrà ve- 
rificarsi anche par il sistema d'assi formati: da x, y, i, 2.° da x, y, ed il prolunga- 
mento £ dell'asse della z negativo. Nello formole (li) si cambierà z in £ ed osservando che : 



C08. IT — — C08. r C, , 
si avrà per l'eguaglianza do* coefficienti delle dilataiioni e dei scorrimenti: 

— Z m — — r« eoa. r x eoa. r z = o, — ì m r* eoa. 1 ry eoe. rz =- o, 

2 dr 2 dr 

3 v de 

— z, m - — r cos. r x cor. r tf eoa. r z - o, 
2 dr 

— 2, m — - — r s cos. r y eoa. r x eoa. r z o. 
2 dr 

In generale saranno nulli tntti i coefficienti che contengono una potensa itnpAri di z. 

Tre assi coordinati qualunque x„ y,, z„ formano con x, y, i rispettivamente gli stessi 
angoli che i loro simmetrici x t , y,, : t , formano con x, y, le soprascritte eguaglianze otte- 
nuto per nn particolare sistema di assi coordinati bastano dunque ad assicurare l'esistenza del 
piano di simmetria xy qualunque sieno gli assi simmetrici considerati. 

Se il corpo presenta nel pnnto che abbiamo preso per origine un secondo piano di sim- 
metria normale al primo, per esempio il piano xz, converrà annullare tutti i coefficienti che 
contengono potenze dispari di cos. ry; ora nelle formolo (14) la somma dei gradi dello potenze dei 
tre coseni d costantemente 4, i coefficienti dunque che contengono potenze dispari di cos. rat 
debbono contenere anche una potenza dispari di un altro de' due coseni, e da ciò si vede che 
quando un corpo in un punto ammette due piani di simmetria ortogonali ne ammette puro un 
terzo ad essi, nel medesimo punto, perpendicolare. 

Iu tal caso le formolo (14) si potranno porre sotto la forma: 

^2>t* — A d t 7) ti, f- Ed, . )) %y — lì flUt . 

(15) .jjj* — D d, -h lì d. t Fà,, px t = Efim, 

j)„ = E d, +■ V d, l C d, , ih . = Fg r «. 

Dirò che un corpo ha un asse di elasticità in un suo punto , che prendo per origine dello coor- 
dinato . confondendosi l'asse di elasticità con quello delle s, quando facendo rotare intorno al- 
l' ass; : i dne assi x, y, pur sempre mantenuti ortogonali, sino a far loro occupare una po- 
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sut'one qualunqn ? i coefficienti clic competono ai relativi scorrimenti ed alle dilatazioni 

nelle forze pur relative a detti assi sono eguali a que'dei scorrimenti e delle dilatazioni per 
gli assi primitivi. 

È chiaro che l'angolo di rotazione potendo essere di 00° il corpo presenta tre piani 
0. ortogonali di simmetiia nel punto considerato; dovrò. dunque applicare lo formolo (ló). È poi 
evidente che verificata la proprietà della quale ?i discorre per una rotazione anche piccolissima 
degli assi, questa lo sarà qualunque sia l'angolo di rotazione. Suppongo dunque che i nuovi 
assi ortogonali x,, y, facciano un angolo piccolissimo e con i primitivi x, y. Le forinole (11) 
mi daranno le nuove forze elastiche, ed adoperando le formole (15) lo avrò in funziono di dx, 
<iy . . . y xy . .. 

Ma le formole (3) e (1) mi danno: 

d» « d, — t <7« j » d, — à„ ■+■ tQxiì i 
9*i = 9* » f- 2é d„ — 2 « d y , g g , = g lltl ~ * ffl 
!7». ~ <7t . i- * g* . ; 



e poniò potrò avere le nuove forze elastiche in funzione delle dilatazioni e scorrimenti relativi 
ai nuovi assi. Paragonando poscia tali equazioni allo (15) troverò: 

2B = A-D, 21)=^B — D, E^F, 



e quindi Del caso di un asse di elasticità avrò 



. pam = 3 D da *+• Dtl , -r- E d, , p f % = Dg }% , 
(16). . ,.}j>„ =Dd. »-3Dd r 4- J5d,, p„ = Efi„, 
— J?d, -+-.Ed y -h Cd,, j>„ = i'^v. 



Se nello stesso ponto il corpo ha un secondo asse di elasticità, normale al primo, ad esempio 
l' asse x, è chiaro che si avrà similmente : 



e quindi 



C = SE, E = D, 



(17) =Dd» -f- 3 D d y + D d, , p„ =s D g t *, 

*p t , — I>d, -f-Dd y 4- 3 Dd,, p }t ^Dg, t . 



Si vedo da queste formole ohe il corpo ammette un terzo asse di elasticità normale oi 
due primi; ma v'ha di più: e facile vedete che ogni rotta che passa per l'origine é un asso 
di elasticità , ricordando lo formole che servono a cambiare di assi coordinati. Ora quando vi e 
un aolo. asse di elasticità, per esempio l'asse z, chiaramente appare potersi trasportare l'origino 
in un suo qualunque punto e da ciò sogue cho no' corpi do' quali sopra ó discorso sonovi per 
ogni loro punto un'infinità di assi di elasticità. Tali corpi li chiamerò, col Cauchy, isotropi 
o di elasticità costante. 

Le formolo (14) o le loro analoghe (15), (Iti), (17) possono servire ad ottenere le dila- 
tazioni ed i scorrimenti , date che sieno le forze elastiche. 
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Mi limiterò a ronsideran- i casi «li un corpo con un asse «li elasticità e di un corpo 
isotropo. Nel primo caso le formolo (ir.) danno 

[ 1 4P (2PC - E) P ' % 'AD (2 PC- E) P " 4PC-2E P "' 9 " ~ P P * 
\. SPC—E* PC — E* E 1 

I d> 4 P~(2 DC^E) Vfy A1)(2DC~ E) P " VÙC-2E P "' 9 " " E P " 
i 2 P E E 1 

\ *" = 2PC-E~~~ " 4PC-2E P " ~ 4 PC- 2 E fn '*»~B P ' 

e no] caso dell'isotropia si ha 

,21 1 1 

. d ' ~ S P P " ~ ~10P P " ~Ì0P P "' 9m '~ P P "' 
\ 2 1 1 1 



5Z> 


p„ - 


10 D 


Pi! 


\0P 


2 


pn — 


1 




1 


r>D 


10 2) 


P"~ 


10I> 


2 


P" - 


1 


Pfr ~- 


1 


5D 


10 1) 


10 D 



j ftxy lux; lux/ Z) 

',211 1 



V. 



Considero un corpo solido il quale sia nel suo stato naturale e suppongo che ad esso 
vengano Applicato forze estrinseche. Il corpo sarà deformato sinché le forze molecolari rito 
in virtù di tale deformazione si sviluppano facciano equilibrio alle fonie estrinseche. Di più [j 
molecole del corpo potranno vibrare ed allora vi sarà luogo a considererò le forze d' mencia, 
a col principio di D'Alembert si ridurra qnesto caso al precedente. 

Sieno A* u , l' u , Z ot le componenti ortogonali della forza riferita all'unita di massa eh» 
sollecita la massa del corpo in un punto qualunque; se il corpo vibra in X 0 , Y 0 , Z 0 som- 
comprete le forze d'inerzia 

<Vx (Py d'z 

! essendo il tempo. 

Indico con n la normale in un punto qualunque della superficie del corpo o con X, Y, Z lo 
componenti ortogonali della f.rta riferita all'unita di superficie che vi è applicata. 
Per l' equilibrio del corpo 0 necessario : 

a) Che li forze clastiche facciano equilibrio alle f>rio estrinseche. 

b) Che le forzo elastiche facciano equilibrio n il' interno del corpo alle forze che 
■ m » applicate alla sua massa. 

a) La f>rza elastica che si esercita sull'elemento d-lla superficie del corpo che ha 
p;r normale n è p u e b sue componenti ortogonali />„«, p BJ , p n « sono date dalle formule (R). 
.Si nvr:l dunque: 

. X — jjj, p t x cos. n x -f- p* r cos. « y I- p, t eoa. n z , 
(20) . . . f Y - p„, - p y . co*. » x I p ry con. n y » p r , cos. »i r, 
— p* t 888 J»*= co*. »« * f- ]' j» eoa. » y + p„ co». « r . 
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o questo equazióni bastano per assicurare V equilibrio tra \t forze estrinsecii* e lo torti 
clastiche. 

h) Ntl corpo considero un parallelepipedo r'tto «li lati dx, ili/, dz. contiene clic l- 
forzo applicato sullo sue faccio, nonché aKa sua massa, si facciano equilibrio. 

Considero la ficcia pia vicina all'origino, parallela al piano xtj Le componenti orto^»- 
nali della forza che vi e esorcista sono: 



Sulla faccetta sempre parallela a yz, ma più distante dall'origine, la forza applicata avrà invece 
per componenti ortogonali : 

p« i- — ; dx, y« ; H ; ax, jn, -T- — — dx. 

d x d x d x 

Similmente si potranno avere la forzo die sollecitano le altre faccie del parallelepipedo. Sulla 
di questo operano pure forze le componenti ortogonali dello quali sono: 



Xovdxd>/dz, Yoodxdydz, Zx'jdxdyd:, 
te equazioni dell'equilibrio di traslazione saranno dunque: 

dp„ , <//'< , df , j . x :Q 

i dx d v rf z 

1 dx d a dz 

] dp** . dp f , dp„ . 

i —3 ~r — r 1- — v -ho Z a = 0. 

\ dx dtf de 

Considero ora l' equilibrio di rotazione; prendendo i momenti rispetto ai tre spigali dil parai- 
Idepipedo avrò: 

Pxy =" Psx, Ptx Pxt, J)yx = P xy , 

equazioni die già ci erano note. 

Trattasi ora di verificare die il sistema dello equazioni (20) e (21) 6 sufficiente per nssicu. 
rare «l'equilibrio di un corpo solido qualunque. Farò perciò vedere che esS3 mi danno lo G equa- 
tioni di equilibrio di un corpo solido. 

Moltiplico la prima dc-llo equazioni (21) per dx , dy , dz ed integro per lulta l'esten- 
sione del corpo, Ito cosi: 

Ora essendo de un elemento della snperùcio del corpo, e n la sua normale, avrò: 

dy d: de co.". 11. r, 
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se dunque p % , «• il valor.' >li j>* » siili;» superficie «Ivi corpo, non o difficile vedere che il primo 
infognila triplo che entra nella sopra scritta forinola si può cambiare nell'integrale ^ p' « » cos. v x <l 5 
che va estoso a tutta la superàcio del corpo. Analogamente operando per gli altri si avrà : 

\ p'x» cos. ti x d c + ^ p „, eoe. n y d - -h \ p , x cos. n zdn 
+ f 3 Xodxdyd: 0, 

che si può anche scriverò : 

j (pxx cos. w.r + p „ cos. «f/ + p',, cos. n z) d c + ^ ' X r/x rfy dxr = 0. 

Ricordando le (8), alla quantità entro parentesi si potrà sostituire p n %, operando poi an.ilo- 
gftmcttta sulla 2.* 0 sulla 3» delle equazioni (21) si troverà 

d.r d y dz — 0 , 
\ p. ty d 7 + ^ Ì Y, dx dy dz « 0, 
\ />.,* d 9 + 9 Z, dx dy d: = 0, 

che sono por Io appunto le tre equazioni di equilibrio di traslazione di nn corpo solido 
Abbiamo: 



d 


(,-;»,, — 


VP") 


= z 


d }>xy 




d 




d x 






dx 


dx 


d 




9P*j) 


~ z 


d p, , 


— Il 


d p r} 




dy 






dy 


dy 


d 


■ {* Pty ~ 


VP**) 


= z 


d P> y 


V 


d p, , 




dz 






d~Z 


il: 



-p„, 

sommando e ricordando le «inazioni (21): 

d . (zpi, — yp*,) { d . (2 py, — y p.,) + d . (z p*, — y p„) 
d x il y il : 

-\-zY 0 ì — yZc'ì = 0, 

moltiplico per dx, à>j , dz, integro per tutta l'estensione del corpo e trasformo gli integrali 
tripli in modo analogo a quello adoperato nel cercare le formole (22), e cosi avrò: 

$ (*2>'*r — VP *•) cos. narri ^ + \ (zp' rJ — yp ìt ) cos. nydc 
+ ^ (zp'y* — yp'**) cos. 11 \\ \ (: Y„ — y Z„) 0 dx dy dz = 0; 
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gli intignili semplici estendendosi a tulla la superficie del corpo ed i tripli a lutto il suo vo- 
lume. Questa equazione paoni anche scrivere : 

\ l* (P*r c° 9 - nx + p, y cos. nj + p' Jt eoa. nz) — y (p\ , con. n x 
+ p' y , cos. ny + p,, eoa. n z) ] + \ \^ (z Yc — y Z.,) 6 tlxdy d : = 0 ; 

analogamente operando au espressioni che si ottengono dalle (23) col permutare x, y, e ri- 
cordando le formolo (8) si troveranno le forinole: 

1^ (- P'«y — !/ 2*'»«) tl " h \ \ \ ( 3 ~ V 5 d * <f »/ rf * = 0, 

(24) . .. j \ (.r J)nI - a p.J t f- £\ J (x £ w - « X>) dxdydx = 0, 
( ^ 0/ />« — xp*j) dc-+- (yXo — x YJ) S dxdydx -= 0, 

che sono quelli che assicurano l'equilibrio di rotazione di un corpo solido. 

Cercherò ora le equazioni di equilibrio di un corpo solido riferito a coordinate semipo- 
liri o cilindriche. Un punto del corpo sarà definito dalla sua ordinata dal raggio vettore - 
che unisce la Bua proiezione nel piano xy con l'origine, e dall'angolo 0 che fa questo raggio 
vettore coll'asse delle x. Scomporrò la forza elastica in tre componenti ortogonali: cioè un» 
parallela a :p ni , una secondo il raggio vettore p n ^ M una parallela alla normale a questo 

Anche qui dovrò soddisfare: o) alle equazioni di equilibrio tra le forze estriusiche nji 
plicate alla superficie del corpo; 6) alle equazioni di equilibrio d<-gli elementi de' quali com- 
ponesi la massa del solido. 

a) Dicendo Z, lì, 0 le componenti della forza estrinseca riferita all'unita di su- 
perficie, avrò: 



li 


nf 


(-) 




z 





poiché gli assi p, 0, 2 possono considerarsi come tre ossi ortogonali qualunque e si possono 
applicare le forinole (8). 

6) Considero un elomento formato: 1." <L» due piani meridiani chiudenti un angolo 
piccolissimo dO, 2.° da due piani normali a s e distanti l'uno dall'altro di a*:; 3.° da due 
superAne di cilindri circolari retti con l'asse z o con rasgi p e p 4- <1 p II volume di questo 
elemento sarà : 

pdp d 0 d e. 

Dico Z„, H ol (-)„ le componenti della forz\ riferita all'uniU di ma^.i che opera km 
t.ile demento. 
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La faccia cilindrica più vicina ali' asse ha per snp?rdci? p d 0 d t, la forza clic vi e 
applicata ba per componenti secondo gli assi -, 0, i: 

pdddzp . — pdbdzp , - pdOdzp 

ff r> r* 

All'incontro lo forze applicate sulla faccia più distante dall'asse sono 

(t+d?a*,dz (p F? + d-y 

( ? +d?)dtds (p.r^l^dp), 
(p - d;)dMz{p. 2 + l V l±d ? y 

I duo elementi piani giacenti sui due meridiani non sjno paralleli, dovrò dunque por 
■w .?ro lo componenti secondo gli assi 0 e p doli,» forze normali a questi meridiani moltiplicarla 
per cos. dO. ossia 1 e per — sen. d 0, ossia — d 0, e viceversa, per la forte diretta parallela- 
mente ni rn:gk> vetture si moltiplicheranno per ci 0 e per 1. 

h-ì componenti della Iona applicata sull'elemento posto nel 1.° meridiano sono: 

dpdzp^, -dpdzp^, -dpdzp^; 
quello della forza applicata all'elemento appartenente al 2." m?rid;ano saranno: 

parallelamente a p ... d p dz . d oj, - dpdz (p^ fj [- ^^ dùjdQ, 

parallelamente a 0...rf r p fj **** dtj, t-d ?dM^^+^h_d fl)<*0, 
parallelamente a • ... d p d: | ^ -1- _J_ ^ d Oj . 



Finalmente le forre applicate sulle dm faccio normali a s, avranno p?r componenti: 
la prima — pd hdp p zp , — p d 0 d p p zf) , - p dù d p p ?l , 

la seconda pdOdf (p «fiV pdOdf (p ,4- ^A^Y 

V «f dz ì \ 29 rfa / 

/ <h> \ 
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I.» tm equazioni dell' equilibrio di transitinone saranno quindi 




che si potevano d'altronde dedurre dalla considerazione che p, 0, t sono tro assi ortogonali. 

Analogamente a quanto già fu fatto si potrebbe verificare che le equazioni (25) e (2f>) 
bastano ad assicurare l'equilibrio di nn corpo solido qualunque, avuto per altro riguardo alle (27) 
le quali ci mostrano che si possono tra loro permutare le lettere dell'indice di p senza che 
questo moti valore. 



VI. 



L'integrazione dello equazioni (21) presenta tali difficoltà che sin ora il problema gene- 
ralo doll'equilibrio di un corpo non fu per anco risolto, né par siavi speranza di presto risolverlo. 1 

Il sig. De Saint- Venant per altro verificò colle forinole (20), (21), (5) e (5 bis) i già noti 
risultamenti conosciuti sulla teoria della resistenza dei materiali. Il sig. Clebsh * estese l'analisi 
del sig. Saint- Venant, e in uno comprese i vari casi trattati da tale dotto autore. 

11 problema di Saint-Venant sciolto da Clebsh è cosi posto: 

Trovare quali forze debbono essere applicate sulle basi di nn cilindro o di un prisma 
retto, l'asse del quale vien preso per asse delle x, perchè si abbia: 

(28) pjj = 0 , p,« = 0 , p> r« = 0, 

« sulla superficie laterale del cilindro o prisma retto sia verificata 1* equazione : 

p* s cos. n y -\- pxm eoa. nz = 0, 
eoa. hx =— 0. 



1 All'incontro si integrano facilmente le equazioni che determinano le vibrazioni dei corpi ela- 
stici. — Su tal «oggetto vedi il Poùwon, il Lame ed una bella memoria del Generale Mcnabrca. — 
Elmi?* *nr la thforie dr* vibratimi». — Turin 1854. 

' Teorie .Icr Elasticità» fiutai Korper 1802 - •• 23, Da» de Saint YenanUchc problcm. 

2» * 



(29) 

si ha d'altronde: 
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Osservo da prima clip, per il principio della supcrposizione dei piccoli movimenti, gli ef- 
fetti prodotti da due forze estrinseche sa un corpo si sommano; segue da ciò che quando il 
corpo è in riposo e la forze che sollecitano la sua massa sono di poca entità, come per lo più 
accade, si può scindere lo studio della deformazione del corpo in due, considerando: prima le 
forze elastiche e gli spostamenti molecolari nel corpo non sollecitato da alcuna forza che operi 
sulla sua massa, poscia le forzo elastiche ed i spostamenti dovuti solamente a tali forze che noi- 
lecilano la massa; e sommando quindi i risuftamenti così ottenuti. 

Non sarebbe d'altronde difficile di trarre dalla formola (6) una conferma di questo modo 
di operare. 

Nìl seguito prenderò sempre .T„ = 0, )'„ ^OJ^ 0. Con questi dati e colle equazioni 
(28) e (29) le equasioni (20) di equilibrio alla superficie si verificano per identità; rimangono 
le (21) che diventano: 

dx dy dz dx dx 

Mi limiterò a considerare i corpi con un' asse di elasticità benché l'analisi del sig. Clebsh si 
estenda anche ai corpi con tre piani di simmetria, ma quanto dirò per i corpi con un' asse di 
elasticità si potrà facilissimamente adattare all'altro caso. Le formolo (18) si possono seri- 
vere cosi : 

/d« = J.j>,« — Bp ìy — Dp tt , 9*y = Fp*i, 

(31) \d y = A p SJ — Bpxx — Dp*i, <7»« = Gp*u, 

\d, - Ep*. — Dp X x - Dp TÌ , 0,« = Gp,,; 

e nel caso considerato divengono 

(30\ Jd, -=^lp,«, d,^— JJj>«», d, = — JJpxx, 




dxdtj dzdy 
dalle quali si ha subito 

dx* d y s ds* dtjdz 

e d.i queste segue che j), x deve essere un polinomio di 2.* grado della forma: 

(:U> pxx ~ M. \ M x x i Mt >/ I M 3 : »- M^xy \-M,xz, 
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allora le due ultimi (33) combinate collo (SO) daranno 



(85) ' dy 11 * 

fa + F^I = 2D3/ 4 - <?Jf v 

Lo equazioni (30) ci fumo d'altronde vedere che p % , e p zs sono funzioni di ; solamente. 
Le equazioni (28), (29), (31), (35) presentano la comprata soluzione del problema 

Quando si vogliano anche avere gli spostamenti molecolari, per ottenere le funzioni arbi- 
trarie ebe l'integrazione dell'equazioni (2 6m) farebbero comparire, bisogna esprimere che non 
si considerano i movimonti di generalo transazione o rotazione che può concepire il sistema, 
basta perciò che io determini u, v, u in guisa che un punto del corpo, nonché un elemento 
lineare ed un elemento piano passanti per esso, rimangano immobili. Por tal punto sceglierò 
l'origine, per elemento lineare un elemento sull'asse y, e per piano (isso un elemento del 
piano y z. 

Sia >] la coordinata piccolissima misurata sull'asso y e che mi rappresenta il punto im- 
mobile, dopo la deformazione del corpo la sa» estremità avri por coordinate parallele ai tre 
assi X, y, t : 

du d v d ir 

dy dy dy 

poiché 8i suppone che per l'origine sia u = », v — o, w — o Da queste equazioni si vede che 
perchè l'elemento >) rimanga immobile, conviene che per l'origine sia: 

45.-0, 15.-0. 

dy dy 

Prendo ora un altro punto stili' asse z ad una piccolissima distanza ^ dall'origine, dopo la 
deformazione del corpo le sue coordinate saranno: 

d 11 ^ d v ^ y da t . 

0 jH-rcho non avvenga rotazione intorno all'asse z, cioè l'elemento piano posto sii y: rimanga 

du 

immobile, bisognerà che — - — 0 Riassumendo si vede che per x = 0, y = 0, : — 0, si dovr.l avere 

dz 

d u d 11 d tv 

(3G) u = 0, r=0, «j-=0, , = 0, —— = 0, , - 0. 

dy dz dy 

Dalle equazioni (28) e (18) deduco che dx , d y , d« sono eguali a p xx moltiplicato per uni 
costante, 0 quindi hanno !a forma (31), e per rappresentarli sostituirò a M^, il., J/». . 

^i- y-x - P er d * • 0 u r ' /*> • • ■ rf y c finalmente /K g , uj .., per i». Dalle sud- 
dette equazioni si ha pure 
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Le equazioni (J bis) e (30) con questi dati divengono . 

M + M> y -i- M, z + l a;* y -4- ^ z) D -\- (^4- u? y -I fi z) K 

d i n d'u 

e si vede perciò cLo si può scomporre u in due altre funzioni , cioè in una funziono intiera della 
forma (34) pia un' altra funzione di y e s, solamente che verifichi l' equazione : 

iMn dUt, d i tt l 

(37) -.-7 + -j-r — 0. 

d y 1 dz* 

Le sovroesposte considerazioni provano anche la possibilità del problema quale fu 

oii linciato. 

I casi ordinari di trazione, flessiono, e torsione si deducono molto facilmente dalle equa- 
zioni ora trovato, mi limiterò a darne due esempi. 

Torsione. Considero un corpo cilindrico o suppongo che nelle sue basi sieno appli. 
cate forze tangenziali normali alla retta che riunisce il loro punto di applicazione col punto nel 
quale la base del prisma o ferita dall' asso x, ed il valore delle quali , riferito all' unita super- 
ficiale, sia proporzionale alla lunghezza di detta retta. Si ba allora per x — o e x = a. 



P essendo una costante , e siamo nel caso della semplice torsione. Quarto alle altre forze 
tutte nullo, sia sullo basi come ralla superficie laterale. Vediamo ora se tal caso si può 
prendere nel problema di Saint-Venant. 

Lo equazioni (28) sono soddisfatte, purché sul contorno della base sia anche verificata 
la (29); questo non sarti duuque cho un caso paiticolare del precedente problema. La sua solu- 
zione sarà compresa nelle già scritte equazioni. Siccome per x oez — osiha (p % , ; = o, cosi con- 
viene annullare tutti i coefliccnti di (34), e per tutto il corpo si ha: 

J?xx - 0, 

con ciò le 4 prime delle equazioni (33) divengono identità e le due ultimo mi danno 

d , p t , ^ d'-jt* 
d y d : 

d y d z d z* 

ci osservando ckepx* e p xy , in virtù delle due ultimo (30), non pcssono contenere che y e c, sari: 



d y 



(38) .... F $pl- - G - costante. 

d z d y 

Sia y = $ (;) , l' equazione della curva che serve di base al cilindro sani 

(.'10) eoa. n y a* — - - . eoa. n;- ' ? !l . 

d a d a 
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dt essendo un elemento della curva Con questi valori l' equazione (29) diventa 

p%t dy — p x ? dz 0. 

e sostituendo a p« y i loro valori Py e — Pi, poiché- quest'equazione deve solamente ve- 
ri Scarni sul contorno dello basi , avrò ■ 

y dy — z dz — 0 

che ó l'equazione differenziale di un circolo. Al cilindro circolare retto solamente si applica 
dnnque il caso ora considerato. Quanto all'equazione (3S) essa ò soddisfatta purché sia: 

costante = — P(Fh- G). 

Se a vece di un cilindro circolare avessi nn parallelepipedo rotto converrebbe mutare la 
forma dello forze tangenziali p*j, |>x». 

Ma prima di esaminare questo caso, mostrerò qualo è la forma ebe prendono le nostre 
equazioni nel caso generale della torsione, ed otterrò cosi le equazioni ebe il signor Saint- Ve- 
nant per il primo sviluppò rettificando e completando l'analisi del Caucby. 

Siccome bo: 

pxx = 0, J)yy-0, pzz-0, p yz - 0, 
cosi le equazioni (2 bit), (13) e (28) mi daranno: 

du dv dw du dw 

< 40 >--^-°' dV~ 0 ' Vi' 0 - 77 + 7» ■ 

l'ultima di queste equazioni combinata colle dne penultime da anche: 

d'v cPiO 

7F -0 ' 

da ciò rilevaci che t> e io hanno la forma: 

v = $ (x) + y -ò{x), w => $ (x) + y ù (x) , 

essendo <p (x), i*, (x), £ ( (x), ^ (x) funzioni arbitrario di x ristrette per altro a soddisfare l'eqna- 
z.one . 

*(«) -f- <J/, (x) = 0. 

Rimnientando le equazioni (30) vedesi che ^ (x) e ^ (x) debbono essere nulli e perciò ginn- 
gesi lilialmente nlle formolo: 

(41) t- = 5\i/(x), io = — y vi/ (.t). 

Le forinole (2 bis) e (18) danno adesso: 

tttn _ / d u d . $ (x) \ _ / du d.ib (x) \ 
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Ora. essendo sempre y = /(:) l'equaaione della base del cilindro o prisma, l'equazione (29) 
già vedemmo, si riduco a: 

(43) pxzdy — pxy dz - 0. 

In questa equazione si lia x = ^ a, y = <p (z), essendo 2o l'altezza del cilindro e supponendo 
l'origino dello coordinale a meta di questa. 

(?) 

Dico 2 il valore che prende — per questi valori, ed allora la (13) mi dar:l 

(IX 



<"> »(^-*-)«f-»(|2- + «)*.-* 



du \ , ^ / du 

e dalle (30) e (12) si ricaverà : 



Conviene badare che l'eqnaxione (44) devesi solo verificare sul contorno delle sezioni . 
mentre la (15) deve verificarsi per tutto l'interno del corpo. 

Nel caso di nn parallelepipedo rettangolo di lati 2o, 2 6, te, la (44) si scinde in due: 

per y — -±b I x z — 0 , 

dy 

du 

per z = :t- c — - — x y — 0. 

fi 3 

Per integrare l'equazione (45) cerchiamo se vi si può soddisfare con un'espressione della forma 

A «en. m y, 

A essendo nna funzione di i e m nn parametro qualunque. Sostituendo questo valore invece 
di u avrò: 

d* \ 

(46) - -L- - A m* = 0; 

// -» 



È noto che si ha: 



d 

d*.( 8 en.n=) 



rf^cos. n s) 



4- tr sen. n:-0, 



J n* cos. « = = 0 , 



e per fare coincidere questo equazioni colla precedente basta fare n* = — Usa» V — 1 
con ciò i seni e coseni circolari mntansi in seni e coseni iperbolici; designandoli col simbolo 
Sena, e Co*A. ( si vede che l'integrale dell' equazione é : 

L Cosh. (mz) 4- M Scnh. {mz) , 

L ed J/ essendo costanti arbitrari.- 
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L'integrale generale dell'equazione (15) sani dunque: 

n — il + fi' y + /* z + u 'y 3 4- i (L Coa/i. (m -) 
— M SenJ». (m 3)) (L sen. m y 4- M cos. m yj 
+ 2 (L' Cosft. (m y) + M' Senh. (m y)) (jj sen. m s 
+ M' cos. m 

nella quale i u, li, il, X sono costanti arbitrarie. 
Ricorderò che si ha in generale: 

Cosfc. u> = ' e , SenA. » i ? , 

a 2 

« essendo la baso de' logaritmi neperiani, e di più si bacino le equazioni: 

d . Senh. (m z) 



dz 



m Cosh. (m z) , 



d z 

Ricordando adesso le (96) vederi che u prende la furmn: 

H = fi y * + 2 film Senh.\(m z) sen. m y 
L m Senh. (m y) aen. m , 

» le due equazioni dedotte dalla (41) si mutano nelle seguenti 

f(ji — *) y + 2 (hm m Cosh. (m c) sen. m y 



\ l- L m m Senh. (m y) cos. mc) = 0, 
/x 1 ot)z + 2 (Lm »» SenJi. (mf) cos. 
■+- L m m Cos/». (roo) sen. mz) = 0* 



Per soddisfar loro basta porr.-, 0 essendo un intero qualunque che varia d» 1 » x 



9 ir 

fi 3t, Al = - - , JLm " 0, 

J e* 



la seconda allora da 



' ^ r () - 0~\ / 0 "* \ 

2 li hi **0 . Cos/i. / b) *cu. | — e) 0, 

i i 2c \2c / 1 2 e ' 
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a convien faro in modo che la serie abbia il valore — 2dz. Perciò ricorderò che ogni fun- 
zione impari di una variabile t può essere rappresentata dalla formula : 4 



i un numero intero qualunque. 
Per applicare questa formola al caso mio. farò : 

l = c, 0-2»'— 1, — 2**, 

Ora si ha : 

J *• 2c *■ * (2i — 1) ff 2 ti 

/ 2 ti \* (2| — 1) TT » 

+ 1(2,-1) rj 8en - — 2c — ^ ' 

o prendendo questo integrale tra i limiti — e, + e, 

2e v» (2i— 



f+ c ^ J ^ (2 » - 1) n y t 2 c i« 
J _ c - ^ 8en ' 2c ^ = ((2, -D J SCD - 



2 



2 

quindi : 



dalla quale ricavasi : 

( ?£_y 



- L, = — (- 1)' 



Avremo finalmente per n il valore : 

(2< — 1)» \ (2»-1)t 



1 Journal de VÈcoU IKdtjthechniqìu . — Méuioira tur /f c<i/<-«/ inténral it Poisson o mi» 
ohe il Traiti de MécaxiqHt <M medesimo a pig 040. 
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Ami anche pollilo soddisfare da prima alla 2." delle equazioni (.37) col porre: 

ed allora la prima trattata con modo analogo al precedente mi avrebbe condotto ni s«guente 
raion di n: 



(49 bis). 



r W i ^ Se»?,. ( 

fo)... » = al — yz | g- 1 ( 

l " I - 1 \ 



(2i — 1)T 



:) sen. 



(2i 1),? 



V 



(2. -,)' Co,/, 



)] 



Queste due formiti; furono rinvenute dal signor Saint- Venant. Si sa che perciò le sene 
ordinate secondo i sani o i coseui de' multipli di un arco sirno convergenti ò necessario e 
basta chi i coefficienti vadano indefinitamente decrescendo, ed e facile il vedere che nelle 
formule (l ») e (19 bis) tuie condizione vien per lo appunto soddisfatta. 

La ricerca delle fora elastiche tangenziali ò ora facilissima Ricordando che per esser: 



£f£i = o, 

d x d x 



convieno che p X i e p X j non contengano la variabile z; periodò il ^-Vi*) cll0 cntm ne ,j a 

tlx 

equazioni (42) è una costante ed la perciò sempre il valore a de gli abbiamo supposto avere 
sulle basi; vedesi quindi che: 



(50).... 



Pi, ~ Dft - r 2 

1 = 1 



f=oc (-1)-' SenA. ( {2i 2b ì)r z)co*. 



(2ì—l)7T 



* ,,, , . ' — ( „ -> — ir: 



oppnr? . 

/ 

(50 



(2i-l)- \ 



I? a 2 ; h — - 2i 

( - •■=! ( 2,^i)'c^(. (2t ;- i) %) 



(2i-l)jT 



2c 



L*. = 



, . r. » / (2Ì — l)ff 



Da - 

* 1 = 1 



;/) cos. 



2c 

(2t — 1)« 



2 e 
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ed ò facile scorgere che anche queste sene soddisfano alla condizione di avere i coefficienti dell ? 
funzioni circolari ognor decrescenti, il quale carattere ne assicnra la convergenza. 

Non mi fermerò qui a parlare delle importantissime conseguenze di queste formolo rin- 
venute dal signor Saint- Venant, al quale la teoria della torsione va debitrice de'suoi pia boi 
progressi, sol diro che sarebbe ovvio modificare quanta fu detto per applicarlo al caso de'corpi 
aventi un asse di elasticità. 

Tasserò ora ad esporro la soluzione di un problema, il quale a parer mio e più gene- 
ralo di quello svolto iu questo paragrafo, comprendendolo come caso particolare. È su questa 
soluzione che mi faccio ardito di richiamare l'attenzione della Commissione esaminatrice. Duo! mi 
peraltro la ristrettezza del tempo non avermi concesso svolgerne le molteplici conseguenze, lo 
quali solo brevemente accennerò, riservandomi a tempo più propizio di pubblicare il seguito 
delle modesto mio ricerche sn tal soggetto. 



vir. 



Problema. Determinare quali forze debbono essere applicato sulla superficie di un 
corpo elastico perchè gli spostamenti molecolari u, v, te, che essa provocano sieno funzioni 
sinottiche delle coordinato per tutta l'estensione del corpo, oppure sieno eguali a funzioni 
sinottiche aumentate rispettivamente delle funzioni integrali di quello delle equazioni : 

(V ul <T u. 

D-rV + E —4- = 0 per u , 

\ dy< di* 

) d* v d i v 
(51) D — — r + F -3— p = 0 P cr p i 

„ i'S _ d*$ 

E ——r- + F — — - 0 per w, 

dx* dz* 



so il corpo ha tre piani di simmetria, oppure alle fjrtuoi.? 



(52). 



d* UL 


+ E 


d* u. 


= o. 


i« V 

D -rà- 
dar 


+ E 


li»* 


= 0, 


d .7 


d* 3r 


= 0, 






dt/ 







S 

■ N 



se il piano ha un asse di simmetria parallelo all' asse z. Finalmente facendo in questo formolo 
E-D, si avrebbero lo formolo relative al caso del corpo isotropo. Si osservi che tt non con- 
tiene x, v non contiene y e non contiene 2. 

Ricorderò che una funzione sinottica di una variabile entro certi limiti ò una funziono 
finita, continua, monodattila e monogena in questi limiti o per delinirla con una sua proprietà 
è una funzione la qu.ilo e svolgibilo in serie ordinata secondo le potenze ascendenti della va- 
riabili? e Convergente nel circolo avente per diametro il limito suddetto. 
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Nello equazioni d'equilibrio (21) sostituisco allo forze elastiche la loro espressione in 
funzione dellj dilatazioni e dei scorrimenti o poscia a questi sostituisco i loro valori (2 bis), 
con ci» le equazioni (5) e (5 bit) divengono inutili perche conseguenza delle (2 bi$). 

Limitandomi a considerare il caso di un solido con tre piani ortogonali di simmetria 

avrò : 



e nel caso de' corpi isotropi: 



rf'll 












./V 




Ida? 1 






rf'tf 






1 





d x ^ tbe dy dz/ 



W V"'" i i av , 2 '': ,- ,- dw ) = o, 

lei* 1 dy \dr. dy dz/ 

d . ( da { dr ( rf,rx = Q 
W ; , dr dy dz ! 



11 problema si riduce dunque a ricercare la forma delle funzioni definito nelP enunciato 
elio sostituite a «, v, u> soddisfano alla equazioni (53) o (54) poiché allora le forinole (2 bit) 
(15) o (17) mi daranno le forze elastiche. Si u, v, to sono funzioni sinettieho di x. y, x per 
tutu l'estensioni dal corpo, saranno Bvolgibili in serio secondo la serie di Taylor o di Mac- 
|. \urin. indicherò con D x * x 5 ■ * U la derivata di u presa 2 volte rispetto a x, fi volte 
rispetto a y, 7 volte rispetto a z e nella quale si ó fatto x — o, y = o, t — o. Avrò allora lo 
note formole simboliche: 



" 1 ^ 1 / \M 

(JiS). .. f-r, 1-2 v ( x 7) x r - 1 y J> r -I - 5 D r 1 , 

J j 1 - «£ • . . fi \ J ' 

14 — | 



e questo espressioni dovranno verificare le equazioni (53) o (51). Ve le sostituisco dunque e 
poscia col solito metodo dei coeffi dienti indeterminati determinerò quel numero che sani possi, 
bde di coefficienti cho entrano nelle formole, gli altri rimarranno indeterminati sinché non si 
vorni applicare il problema a qualche caso speciale, che allora si otterranno in grazia delle 
equazioni di equilibrio alla raperfieìe. Osservo ora che nelle formole (53) e (54) entrandovi 
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differenziali che tutti sono dello stesso irdine, del secondo, i polinomi omogenei elio stanno 
•itnbolioameiito rappresentati nello parentesi dello f>rmole (55) si conserveranno omogenei nello 
formule (5 5) c (5t) o perciò le cqmzioni di condizioni tra i eoelSeienti da esse dedotte avnntio 
tempre luogo solamente tra i coelb.:ienti dei polinomi aventi il medesimo grado, da ciò e 
dall'avere p;r secondo membro uro, segue cJje se giunto ad un certo polinomio, ad esempio 
di ordine n, annulliamo tutti i successivi, le equazioni (53) e (51) saranno soddisfatte dulie 
funzioni intere che rimarranno per u, v, re. 

Ciascuna dello equazioni (53) o (54) mi dà: 

3. 4 • • . n 
1.2... (n — 2 ' 

equazioni tra i coefficienti de' polinomi di grado ti, in tutto no avrò dunque: 

3 _ 3 4 w ■= 3 < 12 - ! > » 
1.2... (n — 2) !.2 

i coefficienti di questi polinomi sono in numero di : 

3. 4 . . . (n l- 2) (n l \) (n I -2) 
1.2... n 1.2 

e quindi si vede che almeno si avranno : 

s ^ M) (n±3-_ln_^)nj „ 3 (< , „ 

coefficienti indeterminali, dico almeno perche alcune delle equazioni dedotta dalle (SI) o (54) 
potrebbero rsicra una cons -guenza dell'altra, il che aumenterebbe il numero de' coefficienti inde- 
terminati. D d sin qui detto nppare manifesta la possibilità del problema che mi sono proposto, 
È p jì evidente che so prendo: 

(50)... u — u.-i-ji, r= r, H- v, w — «?, là, 

u , r , Wj essendo funzioni sinettiebe che soddisfino alle equazioni (53) o (51) e u , y, 

delle funzioni definito dalle equazioni (51) e (52), le formolo (53) o (51) saranno verificato 
separatamente ponendoli u /t v,, te, invece diti, v, ir, Como pure a questi sostituendo u f y f ^ 

e da ciò redesi che le formolo (5G) ci danno i movimenti molecolari compatibili celle condi- 
zioni enunciate nel problema. 

Notisi intanto che parte de' coefficienti di ti , r,, te sono determinati dalle f raiole (53) 
c (51) mentre tulli i coefficienti che entrano nelle integrnh generali delle equazioni (51) o (52) 
rimangono indeterminati, poieLo le equazioni (51) e (52} unite alla condiziono che u non debba 
contenere z, ntì v la y c neppure .7 la c, bastano a soddisfare le equazioni (53) o (51) 

Vedeai or.i chiaramente elio il problema che mi sono proposto comprende come ins» 
particolare quello eh.» Con tanta maestria f'i sciolto dal signor Saint-Venant. 
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Dalli equazioni (53) e (55) ricavo : 

AD X * (u) )DD y . (u) H £D 8 . (u) + 2DV xy f» » 2 £ D xz («) - 0, 
D D x > (») -I- B y . (r) 4- Fi),, (r) 2 £2)^ (ic) 4- 2 D xy («) = 0 , 

(ic) FD y > (w) «- CD^ (w) + 2 ED XZ («) 2 FD yI (r) = 0, 

c quindi vedesi che u, v, w contengono ognuno i 3 coefficienti del polinomio di primo grado 
o 5 di quei del polinomio di secondo grado indeterminati. 

In ciò che segue considererò solamente i corpi isotropi benché molti de' risuldimenti che 
otterrò si possano, lievemente modificati, applicare anche ai corpi con tre piani di simmetria, 
oppure con un asse di elasticità. 

Nel caso dell'isotropia vedesi facilmente che so oc, ji, y, sono numeri interi la forma 
generale delle equazioni che deduconsi dalle (51) e la seguente: 

(56). . . 3 D x «+I, y/ 3, x v (u) + D x «, y ,s + », x v (u) -h D x « t yJ 9, x v a. 2 (ti) 
+ 2 D x u + i, y< 5 + 1, z v f» i- 2 D x * + i f y/ i f s v + i (w) = 0. 

Ecco ora l'uso generale di queste forinole. Col mezzo delle (56) si determinerà un certo 
numero di coefficienti in funzioni di altri eh* rimarranno indeterminati. I valori di u, i», te, cosi 
ottenuti si sostituiranno nelle espressioni delle forze elastiche e si vedrà se si può disporre delle 
costanti rimaste arbitrarie in modo da soddisfare alle equazioni di equilibrio alla superficie, in 
questo caso il problema di equilibrio di un corpo solido sarà risoluto, io invece é impossibile 
disponendo dille costanti aibilraria soddisfare alle equazioni alla superficie, ciò dipenderà dal 
non essire le forze elastiche funzioni sinottiche delle variabili x, y. z, e si potrà provare di 
soddisfare alle equazioni di equilibrio alla superficie colle forinole (56). 



Vili. 

Si può osservare che le equazioni (51) sono soddisfatte dai valori- 

(57) » = A x ■+■ u, v = By i v, w = Cz |- b, 

essendo w, v, j funzioni chi soddisfano all'equazione differenziale; 

(o8) i « _ 

dx' dy- 

e tali che u non contiene x, nò yllye neppure $ la z. Con i soprascritti valori ottiensi : 

Ito* =9A + B + C, p yy - AB i a . r, - 3C I .1 » Ti. 

(59)...} du rf> rf> 

dx ds th, dy rfjr 

;s 
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Considero ora un parallelepipjdo rettangolo i cui spigoli alibiano lunghezza di 2 a, 2 6, 2 e; 
pongo nel suo centro la origino ed assumo por assi di coordinato tre parallelo ai spigoli del 
parallelepipedo. 

Soppongo che le faccio di questo solido parallele al piano yt vadano libere da ogni 
orjtn in nitro sullo altro possono operare forzo tangenziali. 

Converrà allora ehe per x — a e per z — — o si abbia: 

P,y = 0, |),, = 0, 

e si potrà ciò ottenere, nel mentre manifestamente si soddisfa allo (58), ponendo: 

u 0 

£ = 00 __ m 77 I _ . / m rr \ _ _ / mn \| 

« - 1 - cm - ~ * r* (— y ) + a " *■*• (— ») j • 



m ir 



V =■ 5 iV m C08. X 

ro-1 « 



So ora si vuole faro astrarono dai movimenti di traslazione o rotazione comuni a tntti i punti 

del bistenti, conviene che p^r: 

x — a, y 6, 3 = c, 

bì abbia come già vedemmo: 

« = 0, r — 0, io — 0, 

Ì»„ 0 , ±"-o, 

rfz rfy dy 

da ciò segue clic si dovrti avere: 

»i ~ 



cw». I — bj 

**vV-»)' 



I : 



w =■ J (x — a), v = B(y — b) I v, 
con questi valori si ottiene: 

p x , = — 2 ilf m — - scn x CW». ( „) 

m « 1 « « [ v « 7 

" b\ 

a ) _ . rmir -lì 



Cosh. 

: 



s«*.(_*) 
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P „ : _r^ m ^,o„.^x[co*[^L.-] + S„),.[^,j|, 

^ = oc . m * m 77 Ir, . I m ~ 1 „ „ , [fflrr il 
)) ys — 2 N m cos. x Senh. ^ *J -f- B m Cosh. ^ rj J 

w = oo mir mn f rmjr -| 
-l- 2 il/ n , eoe. x I Senh. I y I 



Queste forinole comprendono come caso particolare quello già trillato della torsione di 
un prisma, in generale si determineranno i coefficienti che vi entrano dandosi alcune relazioni 
alle quali debbano soddisfare le forze tangenziali. 

Cambiando nelle eqoazioni (59), x in — », poi y in — y e * in — i e combinando le equa- 
«ioni cosi ottennte per via di sottrazione ed addizione, si potranno ottenere delle formolo della 
forma : 



= 2 /» cos. x Cosh. T = 1 , 

m=l « L « J 

% ~ 2 Qm c08 - x ^ nh - ' 

irt=\ a la J 



nelle quali * , * sono funzioni note di p*,, j>»,J>y« e Q m , P n . . . quantità costanti. 

Si dovrà poi avere . 

a P m Cosh. I ; j = \ t, cos. .r, 

a — a " 

4- a 

r m «■ i _ n» - 

a g m SewA. [ — - =J = \ cos. — — *, 



— a 



c queste equazioni determinano la forma cLe debbono avere le espressioni dell e fono tangen- 
ziali nel mentre determinano i coefficienti ebe entrano nelle formule (5'»). 
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Suppongo ora ci» gli spostamenti molecolari si possano esprimere con polinomi di primo 

grado : 

« — Ax -t- By -+• Cz, v — A, x -f- B, y -+- C, z, w — A t x -+- B t y + Ci*» 

te forze elàstiche sono allora ; 

( Pxx = (3 A-h B, -i- C,) JD, j>„ = (B -f- il,) 25, 
(61). . . ] j) yy = (4 (-3B. + O D, /> X z = (<?-+- il») D, 

quanto alle equazioni differenziali di equilibrio ease sono manifestamente soddisfatte. Se ai vuole 
considerare il caso di un corpo, il quale è uniformemente dilatato o compresso, basterà fare in 
modo che in ogni punto della sua superficie vi sia applicata una forza normale di valore fi 
costante per unità superficiale. 
Si ba poscia. 

p nx = N co», n x, p jn = N cos. ny, p a , = N cob. n z , 
e le equazioni di equilibrio alla superficie daranno quindi: 

Pxx = N, P„ = N, p,r = JV, 

p«, — 0, p im — 0, j),, = 0, 

onde le equazioni (CI) danno: 

. N rt JL r N 

A - 5 D ' ~ 5 2)' Ci_ 5/)' 

u^Ax, r- B,y, tv - C, : , 

ed i! coefficiente di dilatazione cnbica è : 

g fi « fi r d 3 TV 

(/ a- </ v ri ; 5 2) " 

Si crebbero analoghe>espressioni per il caso di un corpo con tre piani ortogonali di simmetrin, 
oppure con un asse di elasticità. 

Già dissi che per non considerare le rotazioni o traslazioni comuni a tatti i punti d.-l 
sistema, era necessario che per z — o, y — o. ; — o, si avi 



fi il fi il fi IP 

(62) m — 0 , r « 0, w — 0 , -r— — 0, - — = 0, -j— = 0. 

<i : fi »/ (i y 

Nelle formule (61) si dovrà dunqne fare: 

7?-0. r=o. 7f» = 0. 
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Considero ora un corpo terminato da due piani paralleli al piano £y e da una o più superficie 
laterali, sulle dm basi paralleli; al piano xy applico una forza normale ^costante p.-r unita 
di superbie o «Oppongo che 1» superficie laterale del corpo sia libera da ogni fona estrinseca. 
Si avrà quindi dalle furmole (til): 

N (A I II, 1- 3 C,) D, At ^O, C, = 0. 

Con questi dati le equazioni di equilibrio sulla superficie laU-ral.» sono: 

0 = px x eoa. nx -h p X y eoa. n y, 

0 = pxy COS. (11 + J)yy COS. fi y, 

0 — pz% eoe. « z; 
all'ultima equazione non si può soddisfare che ponendo: 

cob. n z a 0, 

cioè la superficie laterale del nostro solido deve essere prismatica o cilindrica o parallela 
all'asse z. Per soddisfare alle due prime convicn fare: 

J>xx=0, J>yy=-0, pxy = 0, 

cioè: 3 A -f- B t -h C t 0, A 3 B l -t- C, = 0, A t - 0, 

si nvrà quindi: 



A - - 



N 


B t 




2V 




2N 


Ì0D ' 




10 X) ' 


c, = - 


52) * 


N 






N 




2iV 


10D *' 




10D y ' 


5Z> ' 


0 _ <*» 


+ 




dio 


2V 




dx 






5D' 





Il caso ora considerato è quello nel quale in un solido prismatico o cilindrico retto vien 
provocata la resistenza all'estensione od alla compressione. 
Pongo ora: 

u - A x A Bzx ~l- Cyx. 
e col metodo de' coefficienti indeterminnti non ó difficile rodere che i valori: 

1 1 Cx 9 Cs* 

B = - T y(i + B= 1 - Cy) - - - + 

1 Bz Bx* By* 

soddisfano nlle equazioni differenziali (51) e danno: 

5 

Pxx ~ — (A \~ Bz + Cy) D , p„ = 0 , />„ - 0, 

J'xy « 0. Ì»yx — 0, j,„ - 0, 
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e sa il corpo * terminato da due piani perpendicolari all'asse x e da una o pili superane 
laterali, ragionando corno sopra, si vedrà tosto che questa superficie deve essrre prismatica o 
cilindrica o parallela all'asse della x. 

Se prendo p?r origine il centro di gravita di una dell? basi del cilindro, un <•! «monto 5 
di questa bnsj sar.1 sollecitato da una forza normale : 

c (A + Bz -t Cy) D, 

e la loro risultante snra : 

T=2<r (A + B z -{- Cy) D = SAD, 

S essendo la superficie totale della suddetta base. 

Il momento delle forze applicate alla baso del prisma o cilindro, rispetto all'asse della z, è: 

Mz - ^ c (A -f- B z \- Cy) Ddy , 

e se gli assi y e z sono assi principali d' inerzia della base, sarà : 

Mz-DC1oy\ Jf y = DB2a:', 

M« essendo il momento dalle forze ad esia applicata rispetto all'asse delle y. 
La oonsiderasiono dell'espressione: 

du 

dx = ~dx = A ' BZ Cy ' 

mostra che le rette parallele all'asse x si incurvano tanto nel piano xz come n-1 piano xv pros- 
simamente secondo archi di circolo; e ciò dirien manifesto ove si consideri che se una di tali 
ritte rimane invariata, una sua parallela ali» distanza :4-mad esempio san» diventata 5 (» + m) a 
p essendo il raggio del circolo, secondo il quale s'incurva la fibra invariabile e p 3 la lunghezza 
di retta considerata; e che perciò essa presenterà una dilazione: 

3 + III 

? 

Vedesi da ciò che il raggio di curvatura della fibra invariabile anni g sul piano xy e — sul 
piano xz. 

Questo caso è quello che vi-n detto dal signor Saint- Venant della flessione circolare o 
senza scorrimento; è pur quello che usualmente suolsi considerare come il caso generale della 
flession», poiché nello stabilire le formolo che a Ul caso convengono si fa la supposizione che le 
sezioni normali all'asse del prisma si mantengano rette anche dopo l'inflessione. 

Si suole anche faro l'ipotesi che il corpo possa scomporsi in fibre parallele all'asse del 
prisma e che sotto l'azione delle forze estrinseche si comportano indipendentemente l' una dal- 
l'altra. Finalmente invece di considerare delle forze applicate alla base del prisma nel modo 
che ora si A espresso, non si parla che della loro risultante. Tali gratuite supposizioni, come ben 
si vede, non sono necessarie per stabilire le formole della infl«ssion rt ed ess* non possono eh? in- 
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dttrcj in errori) oguiqualvolta vorremmo applicarlo allo studio dilla resistenza do'waL'iiali , e 
p«r dir d'un solo esempio, osserverò tome nella teoria della torsione esse conducano a umilia- 
menti tolsi, elio con molto acumo furono rilevali dal signor Saint- Venant che vi sostituì teorie 
più razionali. È cosa quindi sommamente rincrescevolr il vedere adottato in pregievolissime 
opere qu<?3te pseudo teorie. 1 



1 Lasciando da parte l' argomento che ù oggetto della presente dissertazione osserverò come 
ben soventi le usuali teorìe non sieno altro che un esercizio di calcolo. Per me sono jicrsuaso che o si 
debbono dare teorie rigorose, oppure formolo empiriche basate sulla sperienzs, ma che assolutamente 
debbano bandirsi dalla scienza quei ragionamenti coi quali si viene a dare mi' apparenza superficiale di 
verità a faloe teorie. 

Quando ad esempio si calcola la velocità di un vapore che effluisce da una caldaia colla fonuola 
di Beraouilli: 

Vasi V 2gh, 

quando si calcola la perdita di battente che prova l' aria passando attraverso ad una graticola piena di 
carboni accesi colla formola: 

nella quale ut è il rapporto che passa tra gli spazi liberi della grassicola e la sua superficie totale, op- 
pure quando si vuolo determinare la portata di un fiume irregolare in piena colla formola di Prony, mi 
sia lecito il dirlo, non si fa altro cho della vera poesia. 

Per dir poi di nn ultimo argomento osserverò come la formola teorica che suolsi adoperare per 
calcolare lo spessore di una caldaia, che 6i 




nella quale: « ò lo spessore, j» la pressione assoluta, r il raggio, K il coefficiente di resistenza della ma- 
teria; conduce a questo curioso risultato che la resistenza che può presentare una caldaia cilindrica e 

indi|>cndcntc dalla forma della sua sezione retta. Per far veder ciò basterà qui succintamente ricordare - . 

I> r 

la dimostrazione che si dà delta formola e = — — nel caso che la sezione retta sìa un circolo. 

K 

Sia p la pressione superficiale, d» nn elemento della curva aezione retta del cilitìdro; consi- 
deriamo di questo una lunghezza eguale all' unità. La pressione su nn elemento da è pdi le suo 
componenti ortogonali pdx e pdy. La forza che tende a rompere il cilindro dividendolo secondo il 
piano x z è: 

+ * 

pdx = 2pr, 

- r 

a questa si oppone la resistenza molecolare che si sviluppa sui due rettangoli 1 X « sezione della scorza 
cilindrica per il piano xz ossia: 

pr 

2pr = 2ke, e — ~ l r- 

Ora questa dimostrazione si applica appuntino ad un altra curva qualsiasi che abbia per estremità sul- 
t asse delle x : — r e + r, purché ben inteso si s opponga che la rottura deve avvenire secondo il piano x z 
corno sarebbe il caso di un cilindro avente per sezioue retta nn ellisse di semi asse r secondo l'asse 
delle x 0 r,<.r secondo P asse delle y. 

Ecco ora cerne si deve trattare il problema secondo la teoria generale della elasticità. 



S 
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Por non dilungarmi di troppo osserverò cho servendosi del ga più volte adoperata me- 
lo .lo de'coeflkienti indeterminati, si potrà vedere che le espressioni : 

d t< d v 1 

\dw 1 . d* U d* w 

« • • ,17 = - T 4 (a - = ' d TdT + - 0 ' 

f d*u d*r df r dfto 

~dxdy~ ~ h Tx^ ~ ' dJ + dy ™ ' 



Riferiamo gli spostamenti molecolari a coordinate acmi polari c aicno (), A, »r le rispettive proie- 
zioni dello spo»tamento di una molecola sai raggio vettore (l , tu una Ungente all'arco u c sull'asse z: 
avrò evidentemente: 

xs=peo*.u, y = p HO. e», u = Aco».w — Qscn.w, Amd.'h | licos a.. 



Considero ora un corjw avente un asse di elasticità che prendo per asse delle : f ricordando le 
forinole (2 bi») c (16), in virtù delle equazioni precedenti si avrà: 

du / d A di) k Hen. (<• / V 
- - I cos w sen. co ) cos. 0) H I A sen. co U eoa. m I 

rf * \ ii. dp r p \ ì 

sen. w / rf A d Q \ 

( - ros. V sen. ', I , ^ 

p ' rf W rf'.- / 

,!„ / rf A ./li A COS. t,> , V 

=1 sen. co - l cos. o> I sen u> I «\ cos '.■< - li scn ro I 

<'.»/ V tfp dp ì p \ ' 

ros. (0 / rf A rf Q \ 
H I sen. a» + eoa U I , 

p \ d'j} dw / 

d u jrf£ 



rfw die die sen. co ,/ w 

~T_" = ~. — eoa. co — ~ , ~~r~~ — 

«'•c dp rfv p 

[dA rfQ scn. « cos. w ''A 
(l + 2 eoa." io) 2 sen. <d eoa. w 2 ' 
v <lù) dp p dp 

1 4- 1 sen. 1 U d li i d M . 

+ " I + E -r— , 

SI do J d * 
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soddisfino allo equazioni differenziali (*>|) purché si abbia: 



d* n d* u 

Lì equazioni di equilibrio sulla superficie laterale di un corpo analogo a quello conside- 
rilo nell'esempio precedente, mostrano che quando detta superficie deve essere libera da ogni 



Ora le equazioni (10) ci porgono il modo di cambiare i tre asti ortogonali x, y, s nei tre altri 
pure ortogonali costituiti dal raggio vettore dalla tangente all'arco o> e dall'asse x, si avranno quindi 



(.,). 



/ a\ A 1 diì x ,/ (0 
\ dp p p ì ** 

(d\ A 1 diì v , 1(f . 

/ ì d\ diì Q v / </A dw 

'**—{ }-7Z+X~' % p r t = R \Tz~' x "7p~) 

, diì 1 d IC^ V 



A questo formole convien aggiungere quelle che già trovammo e che 6ono quelle che detenni- 
l'equilibrio di elasticità del solido, solo che in esse converrà mutare 0 In <#>. 
Ciò posto considero un tubo o caldaia cilindrica, prenda per asse delle z il suo asse tncdcMmo 
e po>so applicarvi le ora trovato equazioni. BopjMMgO che il tubo sia chiuso e che nel suo interno soffra 
una pressione di Q ch'il, per unità superficiale e che all' esterno vi sia una pre*sionc di P chilogrammi. 
Sieno poi r e 11 i raggi interni ed esterni della sezione retta del cilindro. 

Il tubo essendo completamente chiuso va soggetto ad nno sforzo di trazione eguale a: 



TTJi'-rr» 

per unità superficiale. 

Manifestamente si ha iì — o e A e W indipendenti ad U e da come pure: 



Si avrà quindi: 



D t:\ _ f \+ £ 

\ d p pi 

d A A 

+ E 



è d A A \ ,\ , r 



,1: ■ 

d tv 
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Por non dilungarmi di troppo osserverò ehi servendosi del gid più volt* adoperato me. 
toJo d«j'coefllcienti indeterminati, si polnl vcdero che la espressioni: 

d u . d v 1 

= A(a — x) z, —z — = — A (a — x) z , 



~, -, djj 4 
IrfM? 1 . d'tt tPtO 

(.*).. .. - - T ^ (a - x) =, - (/ r - + ^-5. = 0, 

f d* u d'r dv dio 

-=— ; h . . =0, h-j— = 0, 

dxdy di' «: ay 



Riferiamo gli spostamenti molecolari a coordinate semi polari e »teno (), A, 'e le rispettive proic- 
rioni dello spostamento di una molecola «al raggio vettore r , su una tangente all'arco w e itili' asse z; 
avrò evidentemeute: 

x p eoa. a), y = ;;»cn.w, m = Acos.w — Qsen.w, e = A sen. v +. {} cos. w. 



Consideri) ora on corpo avente un a»»c di elasticità che prendo per osse delle z; ricordando le 
formolo (2 bit) e (16), in virtù delle equazioni precedenti si avrà: 

d « / A ii U \ no. t» / _ \ 

— — I co», w sen. (0 I eoa. <o -f j A sen. w -f- U co*, w I 

«'* V rt,, dp J p \ ì 

sen. w / r/ A rfli x 

— ( cos. w »cn. co I , ^ 

p \ d do, ' 

dC 1 <* A 1/ li A COS. W / ^ 

• - = I sen. O) -4- cos. u | tra u -» 1 «\ cos. M — 1/ scn w I 

''.'/ \ rt^ dp ! p \ I 

COS. £0 / d A rfQ \ 

H I sen. (o + eoa. u> I , 

j3 \ du> du> f 

d u dv 
^fy dx 



die dio clic sen. io ,jw 

,~ — — — CO». O) — ~ , ~T~ — 

dx dp du) f '«.V 

[d A d Q scn. w co». W d A 

(1 + 2 cos.' b») 2 scn. U> cos. W 2 - — — 

V 9 du> d(J dp 

1 -+- 2 sen. 1 U fu 1 dio 
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soddisfano alle eqnaxioni differenziali (.'jI) purcl.O si abbia: 

Le equazioni di equilibrio sulla superficie laterale di un corpo analogo a quello conside- 
rilo nolPes'tnpio precedente, mostrano clie quanJo detta superficie dove essere libera da ogni 



Ora le eqnaxioni (10) ci porgono il minio di cambiare i tre assi ortogonali x, y, z nei tre altri 
pure ortogonali costituiti dal raggio vettore dalla tangente all'arco c dall'asse z, si avranno quindi 



/ a A A «Q x 

( 3 + H 1 

\ ftp fi du> / 



+ E 



d io 

Ti 1 



('«)- 



/ «f A A i dil , l1lc 

(<rA A ì dil \ 



die 
dz' 



/ I d\ dli U \ / «A dw \ 



d\ 



/ dQ 1 dw v 



A questo formolo convicn aggiungere quelle c,, ° trovammo e che sono quelle che detenni- 
l'equilibrio di elasticità del solido, solo che in esse converrà mutare Q In 0>. 
Ciò posto considero un tubo o caldaia cilindrica, prendo per asse delle : il suo asse millesimo 
e poaso applicarvi le ora trovate equazioni, «oppongo che il tubo sia chiuso e che nel suo interno soffra 
una pressione di Q chi!, per unita superficiale e che all' cs.'erno vi sia una prensione di P chilogrammi. 
Sicno poi r e R i raggi interni ed esterni della sezione retta del cilindro. 

Il tubo essendo completamente chiuso va soggetto ad uno sforzo di trazione eguale a: 

q - -x /?' r r y q- a 1 r 



IP — r 



per unità superficiale. 

Manifestamente si ha U ^= o e A c M" indipendenti ad w e da z, come pure: 



Si avrà quindi: 



\9 



{(,). 



d A 

d A 



r 

A 



^ \ dw 
-1 + A' 



I r. / ■ *» *» \ 

... [P$$ = ^ ( + 3 ) + E 



<f w 



dz ' 

d ir 
d : 
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forza estrinseca si deve avere co». ni = o, e quindi essa devo essere cilindrica o prismatica e 
parallela all' a**, x. Di pia si dovrà soddisfare all'. 



p XJ cos. ny + p rz eoa. ni = 0, 
(66). ... p XJ ds —p xz dy = 0, 



questi valori nello formolo che definiscono l'equilibrio elastico del corpo si troverà: 



d' te 



d" A i d A A 

d**"^ 0 ' d p* 7 * r* "7*" 



di: 

(e) w= Li; 

la seconda è un equazione lineare di secondo orline che trattasi di integrare, osservo perciò che: 
ne è un integrale particolare e che quindi si ha : 

' «p 1 * ^V^dp dp/ 



indi: 



Pongasi ora: 



mrà: 



e: 



lì t 



- > .v 

? - P = - , 

d P dp 'rfpV^/ p 

A JV AT 
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che ò l'equaziona differenziali clu definisce la base dei cilindri ai quali si possono applicare 
le ora trovate forinole. 

Dalle (64) ricavasi poscia: 

5 

Pxx = j A(a — x)zD, p yy - 0, Vu - 0, 



6 dunque: 



Il aig. Lamé ha dato questo forinole nclT aureo suo trattato dell' elastici ti ma egli considerava 
ivi solamente i corpi isotropi, da quello che precede si vede che si applicano al caso molto più generale 
di un corpo dotato di un asse di elesticità. 

Considererò ora un caso particolare. Se la pressione interna supera l'esterna e se si ha: 



lo forinole (/) ci mostrano che in ogni punto del corpo vi sono tre forze elastiche nomali che 
a dilatare l' elemento al quale sono applicate, vedesi pure che la maggiore A la p u w Allora se il corpo 

é isotropo , i punti che soffriranno maggior dilatazione saranno quelli per i quali p fi , , j} 6 massimo cioè 

la forza maggioro di tensione alla quale và soggetto il corpo e: 



e per la stabilita e necessario che A sia minore dello sforzo di tensione massimo che può sopportare la 
a della caldaia. 

I valori di A e W dati dalle forinole (d) (e) sostituiti nelle forinole (&) conducono slle equazioni 



w 



) / N \ 

.Pano - D \L M - -^f) + E L, 



Si debbono or* determinare le restanti li, .V, L in guisa da avere per p r > -j - ~Q* 



per p — RfPp p — ~* F 



r ' v- ir r 

" ~" IT « r' * 
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e la (Gai ila: 

dpxy <h>xt g . _ 

__ |- — = & A 

dx di 

Suiio queste li equazioni relative al caso della flessione con sourrimanto. 1/ equazione (<>(i) in- 
t -grata dar! I' eluizione «1-1 contomo doli* sezioni retta del prisma «> cilindro alle quali desse 
sono applicabili. 



■ari perciò: 



U ~ lì («»- r') ' 
C- E Qr>- l'IV 



4 C lì ~ 2 S 1 ' li' - r' 
2 lì - E V' - P ti* 



'CD- E' ' 10 - r' 



v finalmente: 



\ 



Or* — /' R 1 r - <? K' r' 
^ "» " IO - r' ~ fl'-r' * ~^«" 



— Q* -1 — fi?' 



Questa è P equazione che dovrebbe servire a determinare lo spessore dei tubi c delle caldaie. Da 

essa si ricava: 



e fatto /; - r (i + ») sari: 



9-/* 

In pratica la frazione — è sempre assai piccola, svolgendo qniudi in scric l'espressione ora scritta 



sarà: 



A + Q ' 



orwo'.a che pure venne data dal Lamé. In generale però sarà più esatto considerare la caldaia ( 
solido avente un asse di laatieità poiché la lamiera di ferro della quale in generale sono formati questi 
apparecchi è ben lungi dal presentare la stessa resistenza nel senso nel quale fu passata al laminatoio 
e mi senso a questo normale. 

d A d li d w 

Le dilatazioni , , - sono valutato su tre assi ortogonali, ad esse si può qui 

d p dm dr 

applicarti la fo "Stola («) per avere le dilatazioni in un senso qualunque c si svr* nel caso nostro: 

<f A ,/ ,,. 

rf — - ios.' »p — — cos.' s z, 
,lp r 

e per la stabilità 6 necessario d g non oltrepassi il limite di dilatazione oltre al quale v'ha peri -ola di 
snervamento. Per la lamiera di ferro, in difetto di esperienze più precise, potremo limitare! a far si tbc 
In dilazioni nel senso longitudinale traversale sieiio rispetti Vilmente minori -li quelle che producono li 
snervamento. 
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TiTiiiinjró cj! in mirare quale sia la forma delle funzioni cito rappresentano le forze ela- 
Mieli.» in un corpo gjli-b iu equilibrio di elasticità. 

Le fjrmole (51) si possono s rrivens nel segueule modo: 

/ d u d v \ / d w du\ 

do (l -\dt, ~~dJ) d - ldx~ " 77/ 



.3 - - I - - — IJLZ ZZJL- = 0 

l dx dy dz 

(67) d 0 d * V rf s ~~ d y / d< YdH ' d x ) 




3 17 ' 



dx 

(do dw\ 
dy 



- 0, 



purclié si ponga: 



d v dio 

dx ~ h ~dy~^~dz' 



Differenziamo la prima di queste equazioni rispetto a x, la seconda rispetto a y o la terza ri- 
spetto a indi s imili nido i risuUamcnti cosi ottenuti si avrà: 

d'O dM d'O ' 

(08).... . -,- -f-- =0. 
dx* dy* dz* 

1» Terenniando due volte rispetto a x la prima d Ile equazioni (ól) poi due volte rispetto n y, 
indi due volte rispetto a sommando o badando alla (G3) si troverà : 

d J i« d 4 « d*t> rt d 1 »* „ d'u d l »t 
dx 4 dy* d dx di/ 1 dx'ds* dy'dz* 

Analoghe espressioni si avrebbero per u o ir. 

Non ó difficile veriQcare die l'eq'mzions (GS) ha per integrale particolare: 

(A x co*, hix -f- B x sen. m x) (v4 y eoa. ny t- B y sen. ny) (iT a Coah. (pz) 

+ A',. Soh/i. (pz), 

nella quale /!<. B x ■ . ■ ■ 1\\ indicano costanti e si ha la relazione: 

(70). . . »»' 4- n' - j>', 
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ira i parametri m, n, p. Sjgne da ciò che t' integrala generale di (6S) e 

(71). ... 0—2 }(^ x «»• "»■* I- ^ s »en- »»*) cos. »y 
-l 2? y Ben. « y) (tf C<mA. (pz) \ K % Senh. (p s)) 

I (A % cos. mx -+- # sen. mi) (tf y Cosft. (qy) 
-V- S«ifc. (<jy)) (A' % eoa. Jz -H ^ sen. Iz} 
+ (H'* x Costi, (rx) I- K ' x Senh. (ri)) (A y cos. wy 

h 2? y ' sen. n y) (jj cos. U -h Ji R sen. , 

nella qaab alla relazioni (70) debbonsi aggiunsero lo Bruenti: 

(70 bis). . . . y* - m' -t- r' - n* -t- /*. 

Sarà par facil verificare che l'equazione (69) ha por intjgrale particolare: 

(72). . . . (£T x a + K x * 1- I a Co«ft. (r x) + i x SenA. (r x)) 

(4 y cos. ny I B y sen. ny) cos. /* + ^sen. ì , 

nella qoale: 

T a Cos*. (r a) Cosh. (rx) — x Sr7ift. (r a) Se-nfc. (r x) 

Senh. (ra) ' 

^ _ x SenA. (r a) Cosfc. (rx) — a Cos/i. (r a) Senh. (rx) 

S«nMr a)" " 

a essendo una costante e sussistendo tuttavia tra i parametri le equazioni (70) e (70 bit). Pcr- 
mutiamo in (72) x, y, s nonché m, n, l e p, q, r tra loro, avremo cosi analogamente a 
quanto già ai foce per 0 tre espressioni dallo quali no potrjino dedurre infinite altre facendo 
variare i coefficienti ed i parametri, la somma di questo espressioni , dato che formino una 
serio convergente, ó l'integralo generalo dell' equazioni (69). Notisi che l'espressione: 

tu sr 

2. A m cos. - — — x 
a 

e alt* a rapproscntare tra i limiti v e a esclusivamente ogni funziono continua o discontinua, 
sinotica o non sinetica della variabile x. Da ciò appare manif-'sto che tanto gli spostamenti 
molecolari quanto lo forzo elastiche sono fnntioni qualunque delle coordinate e ciò spiega le 
difficolti cho presenta l'integrasione delle equazioni ohe definiscono l'equilibrio di un corpo solido 
elastico; ed invero ben poche sono le proprietà delle funzioni non sinctiebe cho ci sono noto o 
non sari che quando tale ramo di analisi, lo studio del quale fa iniziato dal Caucby, avrà di 
molto progredito cho si potrà con qualche speranza di successo cercare di determinare i coeffi- 
cienti cho entrano nella espressione dei spostamenti molecolari in modo da sod-Ji-faro alle equa- 
sioni differenziali di equilibrio nell'intorno del corpo, nonché a quelle ir. termini simili di equi- 
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librio ali* superficie. In nn caso oltrcmodo semplice, quello della porzione do' prismi parallele- 
pipedi retti, già presentai un esempio di tale determinazione, ne darò ora un altro molto simile 
a quello esposto dal Lamé nelle sne lesioni sulla elasticità de' corpi. 1 

Soppongo nota la legge secondo la quale nell'interno del corpo varia la dilatazione cu- 
bica od in altre parole conosciuta la funzione F (x, y, z) che rappresenta 0. Soppongo pure 
che si possa dare ai parametri elio entrano nelle linee trigonometriche la formar 

a n j3 n y n 
a b c 

essendo a, fi, y numeri intieri. Quanto ai parametri che entrano nelle funzioni iperboliche essi 
sono sempre dati dallo equazioni: 

Si arra poscia: 

F(x, y,z) = 1 |(P X Co*fc. (kx) + P' h Senh. (Ax)) (a 3 cos. £l y + A'f sen. Ìl y) 
(By cos. ^ * B y sen. 11 z) + [c x cos. ~ x + C a sen. fi *) (fy Co»*. (*«) 
+ <Tj Sa* (0*))(D y cos. 2^,+ ^ gen . 11 z) +(E a cos. -^x+i? sen.^ x) 
co.. ^ y -f- F fi sen. M y) (* f Cos*. (r t) + R T Senh. (r .))|. 



Si ora sopponiamo che il corpo solido abbia un centro e che questo si sia scelto per 
origine delle coordinate, si potrà cambiando * in — se, y in — y, e z in — a e combinando le 
equazioni cosi ottenute per ria di sottrazioni ed addizioni ginngesi a separare le funzioni pari 
in x o in y, o in s da quelle impari e si avranno delle espressioni della forma: 



f , (*, y, f) - P k A fi B y Co**. (Xx) cos. ~1- y cos. 11 z + Ql)C a D y cos. a «_ x Co ^ (fl y) 
cos. # + JP. Ffi *, cos. « x-cos. y r^. (r f) f 

(x, y, «) - P A ^ B y Senh. (A x) cos. J*L „ C08 . 7£ , + C % D 8en . x 

oc 'a 

Co*A. (0 y) «*^L. + S' a F g * r 8en . ±1_ x C08 . ^ y co*,, (r ,) , 



' Lamé-Leeoni snr la Théorie mathématiqne de l'ctaaticité des corp. Solidea. Dcnxiémc édition, 
page 15-» n Irti. 
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Considero ora ad esempio la prima equazione e la differenzio rispetto a x, poi faccio x — a, 
indi differenzio rispjtto y o faccio y = ò, differenzio rispetto aie faccio i sa e, dalle equa- 
zioni cosi ottenute deduco facilmente: 

* v >. \ì »y » ' s <»"- 1» »> - j* /" ^) «* (A- y) ( *) <»-- • 

1 v — b * — c * * x ssa 

(73). tì 00 * 7 « c "/**/ + ' ( d ^ f VtZ) ) (— *) cos. ( ^ ,) 



\t R 7 E x F 8 a b Senk (re) - | d l f " ( * <A c0 , ^± x \ cn , ( £± (l „. 

* — a b \ " ' x — e ft ^ 



-f b 



ed in modo analogo: 
/ +b J-c 

-fa -f-o 



/ \ <3 

3 B y bc Bei*. (A ai - ^ dy £ I # 1 co,. ( y ) C03 . ( .) <; - ( 

— b "— c V 'Issi ' C 

Q,?, D y ««S«*. (01) - j£ j"*" (*dtpb±\ co». (JLiL,) CM . ( -.1 ,) 

— a — c * y ~ b 

'rJ^ Fj>«58a*. (re) - J + ' (±^1<*»A\ co, ( { _L X ) C09 . ( ^L) d y . 

- 1 » — b * z — c 



Si avranno cosi tutti i coefficienti ebo entrano nella espressione di 0. 

Non è difficili vedere clu se si dite l) ano qualunque de' termini ohe entrano nella 
espressioni di u, », io ad esempio quello cho ha la forma: 



Q r {G x Co*. (Ax) + © A S«,fc. (Ax) I 0 \ S À + <? " A «I> A ) (/rj cos. y 
+ H'jg sen. il y J |/ y co ? . H 3 -t- r y sen. v 1 = ) 

e nel quale : 

„ = a Cosh. (A a) Cadi.' (A x) — x Senh. (A a) SgwA. (A x) 
AA S^».(Aa) ' ' 

^ x SrwA. (A a) Cosh. (Ax) - a Cosfr. (>.«) Senh. (Ax) 
* fWih. (A a) 
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si avr*: 




Ricorrendo alla equaaioni (53) si otterrà facilmente: 



>• P >. A £ B y — *XQ k HfiI r XP k A fi B y -2ka> x H fi I y , 
^A^^ 7 = -2AO A fl'^I y 



onde . 



o queste equazioni riunito alle (73) ci faranno conoscere i coefficienti delle espressioni di u, v, w. 

Spiacenti che la ristrettezza del tempo non mi conceda applicare la teoria che qui mi 
provai ad esporre ad alcuni esempi, per potere anche mostrare come si debba procedere per 
assicurarsi che le serie trascendenti che rappresentano u, v, i* sono convergenti. 

Giunto ora al termine di queste brevi pagine che avrei desiderato potere estendere di 
più, non mi rimane altro che a testimoniare la mia gratitudine a due miei professori che colle 
bolle loro lezioni mi appianarono la via degli studi analitici e mi fecero porre amore allo studio 
delle matematiche, e tono questi il prof. Angelo Genocchi e il prof. Ferdinando Roaellini. 



Frit2 Wilfrid Pareto. 



1 
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TESI LIBERE 



Meccanica applicata ed idraulica pratica. 



Dei volanti. Forme più frequentemente impiegate pei medesimi e ragioni 
teoriche di tali forme. Calcolo di un volante. 



Delle fondazioni in generale e di quelle per i ponti in particolare. Fonda- 
zione con casseri e cassoni con fondo e senza fondo. 



Secondo principio fondamentale di termodinamica; sua dimostrazione colla 
teoria delle equivalenze di Clausius; col metodo W. Thomson. Identità negata 
da Clausius ed ammessa da Saint-Robebt della quantità: 



Geometria pratica. 

Livellazione trigonometrica. 

Architettura. 
Dei solai in ferro e del loro uso nelle costruzioni civili. 

Economia ed estimo rurale. 

Della fognatura (Drenaggio). 

Chimica. 

Analisi di una lega di stagno, piombo, rame, niccoh, cobalto e ferro. 

Mineralogia e Geologia. 

Dell' epoca de' ghiacciai in Europa. 



Costruzioni civili e idrauliche. 



Macchine a vapore e ferrovie. 
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/*<i|/. Linai 

7 forinola (2) 
H 31 

H 32 

8 Ibrmola (3) 

9 1 
9 10 
9 11 

9 2<J 

9 lormola (4) 

12 forinola (9ì 

12 formola (10) 

13 formola (14) 
13 formola (14) 



13 

4 
15 
17 

IO 

19 

21 
21 
21 



Togli le virgole che stanno infine di ogni riga. 

z eoa. ry (1 + d y ) r cos. ry ( 1 + d y ) 

z cos, rz ( 1 H d z ) r eos. ( 1 + d z ) 

Togli le virgole elle stanno in fine di ogni riga. 

»(H d y ) s(l + d.) 

r ih co», rz eos. s z 2 eoa. rz eoa. sz 

ór d r 



Togli le virgole che stanno in fondo di ogni riga. 



Metti 0 a luogo di 0. 



20 

8 
13 

5 

8 

0 

2 
3 
4 



•3 



r eoa. ry t 2w — — r cos. r x 
2 e/ r 



eoa. rz 
in funzioni d X ', d y ', . . 

al piano 

Crj>nz — .rpnx) 7 



J 



Oi>nx — arp n y) <f : 

o7„ 



cos. ry eoa. r* 
in funzione di d x , dy>, ... * 

al piauo gy 



23 formola (31) 

23 formola (32) 

24 forinola (33) 
24 formola (35) 

24 25, 20, 28 

25 8 



fin luogo di .4, li, Z>, E, F, G metti A,B, D, E, 
1\ (l>, 
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de 
(18) 



D (a->*) 

0 essendo un intero 

L m =0 

-2 de 

2_ 

? 

tra i limiti — e, i c 



de ' dy 
(17) 

0 essendo un intero dispari 
L m - 0 

-2** 

2 

/ 

tra i limiti o e c 

c 



r. 



finalmente per ti 
(49).... »-» 

Znn = V 

valore di n 
(49 6/s). . . . » « 
« (12 - 1) u 

3 ~r.2 

2 7; xy (;i) 



4' O 

finalmente per ti 
(49). . . . ti - 

=0 
valore di ti 
(49 Ut). . . . ti - 
(n - 1) n 
~ì~2 
-3(2»-+- 1) 
2Z)D Jy (ti) 



/I valori di j; xs , j> yy , j>zz, p sy , p X z , p y z debbono essere 
\ moltiplicati per I). 



t Senh. [ "~ 

j> ny — cos. h « 
p (* -j- w) a 
grassicola 

du (d\ 

dx d ? 



ÌV 



B m Senh. [-^- *] 



l?nr = C08. ti e 

+ « ■+■ w) a 
graticola 
dti m (dA 



di 



dx 
i_ 



COS. &> 



7T r" 



te 
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43 Le lince a partirò dall' undecima fino alla diciannove 

sima debbunsi trasportare nella pagina 44 dopo le 







formole (/"). 






43 


18 


necessario che A 
nore 


sia mi- 


necessario che .1 sia minore 


43 


20 


e W 




e M7 




21 


D (LM 




I> (4itf 


4:* 


22 


D (LM 




D (4M 


4.) 


0 


C—E Qr* 


-PR* 


C-E Qr* PH* 


4C2>-2£ ,, li* 


-r» 


4 CD — 2E* 21* — r" 






2D — E Qr* 


-Pi;' 


2D — E Qr* - PJV 




-r" 


2 CD -E* li' — r' 


44 




Tra le linee 13 e 


14 debbonsi intercalare le lince da 






11 a 19 inclusivamentc di pag. 43. 


45 


14 


<?v 
dz< 




dz> 


47 
47 


1 

10 


porzione 




torsione 


48 


14 


G>Z ■»- 0 k *x 
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